
Введение в линейную 
регрессию



• Регрессия – от лат. regressio:

обратное движение, возвращение

• 1886 г., Фрэнсис Гальтон



• 205 семей, 962 детей

• У более высоких родителей 
рождаются более высокие 
дети, а у более низких –
низкие

• Дети высоких родителей 
оказываются менее 
высокими, а дети более 
низких – более высокими

• Регрессия к среднему 
(regression to the mean)

• Все значения лежат 
практически на одной линии 
(линии регрессии)







•𝑌𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋𝑖 + 𝜀𝑖 – реальные значения

• ෠𝑌𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋𝑖 – предполагаемая линия регрессии

•𝑋𝑖 – предиктор/фактор, 𝑌𝑖 – отклик

•𝑎0 – свободный член (intercept)

•𝑎1 – угловой коэффициент/коэффициент регрессии 

• 𝜀𝑖 – случайная ошибка



Метод наименьших квадратов (1795)

•∑𝜀𝑖
2 → min

•ቐ
ො𝑎1 =

𝑋𝑌− ത𝑋⋅ ത𝑌

𝑋2− ത𝑋2

ො𝑎0 = ത𝑌 − ො𝑎1 ത𝑋

• ෡𝑌𝑖 = ො𝑎0 + ො𝑎1𝑋𝑖 , тогда

෡𝑌𝑖 − ത𝑌 = ො𝑎1(𝑋𝑖 − ത𝑋)



Условия Гаусса-Маркова

•𝑬𝜀𝑖 = 0,𝑫𝜀𝑖 = 𝜎2

• 𝑐𝑜𝑟𝑟 𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗

• 𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑋𝑖 , 𝜀𝑗 = 0, ∀𝑖, 𝑗

Если 𝜀𝑖~𝑁0,𝜎2, то оценка МНК совпадает с оценкой 
ММП



Пример нарушения условий Гаусса-
Маркова



Для нашей модели регрессии получили линию

෠𝑌𝑖 = 47.67 + 0.73𝑋𝑖

Предсказания:

𝑋𝑖 = 150см, ෠𝑌𝑖 = 157.17см

𝑋𝑖 = 190см, ෠𝑌𝑖 = 186.37см





Случай, когда 𝑋 и 𝑌 независимы



Коэффициент детерминации 𝑅2

• 𝑆𝑆𝑇 = ∑ 𝑌𝑖 − ത𝑌 2

• 𝑆𝑆𝐸 = ∑ 𝑌𝑖 − ෠𝑌𝑖
2

•𝑅2 = 1 −
𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇

•𝑅2 ∈ [0; 1]



На графиках показаны не связанные друг 
с другом величины, имеющие при этом 
высокий коэффициент корреляции

В случае парной линейной регрессии
коэффициент детерминации равен
квадрату коэффициента корреляции



При большом разбросе данных  𝑅2 будет низким 
даже для очень хорошей модели

𝑌𝑖 = 47.67 + 0.73𝑋𝑖 + 𝑁0,1 𝑌𝑖= 47.67 + 0.73𝑋𝑖 + 5 ⋅ 𝑁0,1



Выбросы влияют на 𝑅2 и на оценки МНК
𝑌𝑖 = 5 + 2𝑋𝑖 +𝑁0,1



Множественная линейная регрессия

•𝑌𝑖 = ∑𝑎𝑗𝑋𝑖𝑗 + 𝜀𝑖
Перепишем в виде

•𝑌 = 𝑋𝑎 + 𝜀,

где 𝑌, 𝑎, 𝜀 – вектор-столбцы, 𝑋 – матрица.

Тогда 

• 𝑆𝑆𝐸 = 𝑌 − 𝑋𝑎 𝑇 𝑌 − 𝑋𝑎

• ො𝑎МНК = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑌


