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1 Âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíûå ôîðìóëû

1.1 Äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà

Äî âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàóêè áûëè ÿâëå-
íèÿ èëè îïûòû, â êîòîðûõ óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòåëþ îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëèòü èñõîä ýêñïåðèìåíòà. Òàê, íàïðèìåð, â õèìèè: åñëè èçâåñòíû âåùåñòâà,
âñòóïàþùèå â ðåàêöèþ, èõ ñâîéñòâà, óñëîâèÿ, â êîòîðûõ áóäåò ïðîòåêàòü ðåàêöèÿ,
òî îäíîçíà÷íî ìîæíî ïðåäñêàçàòü èñõîä ðåàêöèè. Â ìåõàíèêå: åñëè èçâåñòíû ìàññà
òåëà, âñå ñèëû, êîòîðûå íà íåãî äåéñòâóþò, êîîðäèíàòû è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, òî
íåòðóäíî âû÷èñëèòü òðàåêòîðèþ ïîñëåäóþùåãî äâèæåíèÿ.

Îäíàêî åñòü ðÿä ÿâëåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè è
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ ïðåäñêàçàòü èõ èñõîä äî íà÷àëà ýêñïåðè-
ìåíòà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
1. Îäíîêðàòíîå ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû. Çäåñü âîçìîæíû äâà èñõîäà, èõ ïðèíÿòî

îáîçíà÷àòü ¾Ã¿ (ãåðá) è ¾Ð¿ (ðåøêà).
2. Îäíîêðàòíîå áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè (ò. å. êóáèêà, ó êîòîðîãî íà ãðàíÿõ

íàíåñåíû ÷èñëà îò 1 äî 6). Çäåñü âîçìîæíû øåñòü èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
3. Ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà âûçîâîâ, ïðèøåäøèõ â òå÷åíèå ÷àñà íà ÀÒÑ (àâòîìàòè÷å-

ñêóþ òåëåôîííóþ ñòàíöèþ) äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Ïîñòóïèòü ìîæåò ëþáîå ÷èñëî âû-
çîâîâ: 0, 1, 2, . . . .

4. Îïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà. Èñõîäîì ýòîãî ýêñïåðèìåí-
òà ìîæåò áûòü ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî èç [0,∞).

5. Äâèæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû íà ïëîñêîñòè â òå÷åíèå ìèíóòû. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ëþáàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òðàåê-
òîðèé.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàê è âñÿêàÿ äðóãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, ñòðîèò è
èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òåõ èëè èíûõ ÿâëåíèé, â äàííîì ñëó÷àå � ñëó÷àé-
íûõ ÿâëåíèé.

Êàçàëîñü áû, êàêèå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî ïîäáðà-
ñûâàíèÿ ìîíåòû? Åñëè ïîäáðàñûâàíèå îäíîêðàòíîå, òî, äåéñòâèòåëüíî, ìàëî èíòå-
ðåñíîãî ìîæíî ñêàçàòü. Íî åñëè, ê ïðèìåðó, ïîäáðàñûâàòü ìîíåòó n ðàç è ïîäñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî Sn âûïàâøèõ ãåðáîâ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n îòíîøåíèå Sn/n
ñòðåìèòñÿ ê 1/2. Ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí äàâíî, ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ýìïèðè÷åñêèì
ïóòåì åãî ïåðåïðîâåðÿëè. Òàê, â îïûòàõ ôðàíöóçñêîãî èññëåäîâàòåëÿ Áþôôîíà ìî-
íåòà áðîñàëàñü 4 040 ðàç, âûïàëî 2 048 ãåðáîâ, ÷òî ïðèâåëî ê ðåçóëüòàòó Sn/n = 0.507.
Àíãëèéñêèé ñòàòèñòèê Ïèðñîí â 24 000 áðîñàíèÿõ ïîëó÷èë 12 012 ãåðáîâ, ïðè ýòîì
Sn/n = 0.5005.

Îáíàðóæåííàÿ çàêîíîìåðíîñòü � îäíà èç ïðîñòåéøèõ, îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
òàê íàçûâàåìîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Ýòà è ðÿä äðóãèõ ïðåäåëüíûõ çàêîíîìåðíî-
ñòåé áóäóò èçó÷åíû íàìè ïîçæå.

À ïîêà çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Äëÿ
ýòîãî íóæíî âûäåëèòü ó èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé îáùèå ÷åðòû è íàäåëèòü èìè ìîäåëü.
Ïðè ýòîì íàäî ïîñòàðàòüñÿ îòðàçèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ÷åðòû ðàññìàòðèâàåìûõ
ÿâëåíèé è îòáðîñèòü íåñóùåñòâåííûå. Ìîäåëü íå äîëæíà áûòü ñëèøêîì ñëîæíîé,
èíà÷å èçó÷àòü åå áóäåò çàòðóäíèòåëüíî.

Êàêèå æå îáùèå ÷åðòû èìåþòñÿ ó ÿâëåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðàõ 1�5?
Ó êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ íåêîòîðûé íàáîð âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü åãî ãðå÷åñêîé áóêâîé Ω è íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ
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èñõîäîâ. Ó êàæäîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà îíî ñâîå � ïîä÷åðêíåì ýòî. Åñëè Ω
êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî áóäåì íàçûâàòü åãî äèñêðåòíûì. Èç óæå ðàññìîòðåííûõ ïðè-
ìåðîâ äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà ïîÿâëÿþòñÿ â ïåðâûõ òðåõ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ω
îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè ω ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ è íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè èñõîäàìè. Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ â
ìàòåìàòèêå òåðìèíà ¾ïðîñòðàíñòâî¿, â íàøåì ñëó÷àå Ω � âñåãî ëèøü àáñòðàêòíîå
ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî ÷èñëîâîé ïðèðîäû), íà ýòîì ìíîæåñòâå íå ââîäÿòñÿ îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, íåò òàì è îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà.

Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî
äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ââåäåì ïîíÿòèå ñîáûòèÿ. Âñå õîðîøî ïðåäñòàâëÿþò ñîáûòèå êàê íå÷òî ìîãóùåå
ïðîèçîéòè èëè óæå ïðîèñõîäÿùåå. Íàì íóæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü ýòîãî ¾ïðîèñõîäÿùåãî¿.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω.

Îáîçíà÷àòü ðàçíûå ñîáûòèÿ áóäåì áóêâàìè A, B, C, . . . ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå A ⊂ Ω ïðîèçîøëî, åñëè â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî

ýêñïåðèìåíòà ðåàëèçîâàëñÿ îäèí èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ω ∈ A.
Óáåäèìñÿ íà ïðèìåðàõ, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Ω äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâó-

åò îñóùåñòâëåíèþ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ â äàííîì ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå. Òàê, ïîä-
ìíîæåñòâî {2, 4, 6} ⊂ Ω â ïðèìåðå 2 ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî â ðåçóëüòàòå áðîñàíèÿ
èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò èç ïðèìåðà 3.
Åñëè îïèñàòü çäåñü ñëîâàìè êàêîå-íèáóäü ñîáûòèå, ñêàæåì, ïîñòóïëåíèå íà ÀÒÑ íå
ìåíåå 10 âûçîâîâ çà ÷àñ, òî ÿñíî, ÷òî òàêîìó ñîáûòèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæå-
ñòâî {10, 11, 12, . . .} ⊂ Ω.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ⊂ Ω òàêæå, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, îíî íàçû-
âàåòñÿ íåâîçìîæíûì (íèêîãäà íå ìîæåò ïðîèçîéòè). Âñå ïðîñòðàíñòâî Ω ⊂ Ω òîæå
åñòü ñîáûòèå, îíî íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé
îáîçíà÷èì S, â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω.

Åñëè èç ω ∈ A ñëåäóåò ω ∈ B, ò. å. A ⊂ B, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò
ñîáûòèå B (íî íå íàîáîðîò!).

Íàä ñîáûòèÿìè, êàê íàä ìíîæåñòâàìè, ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè îáúåäèíå-
íèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè, ïåðåõîäà ê äîïîëíèòåëüíîìó ìíîæåñòâó, ïðè÷åì îïåðà-
öèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ê êîíå÷íîìó, òàê è ê áåñêî-
íå÷íîìó íàáîðó ñîáûòèé. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ:

∞⋃
i=1

Ai = {ω : ω ∈ Ai õîòÿ áû ïðè îäíîì i} � îáúåäèíåíèå ñîáûòèé (îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç A1, A2, . . .);
∞⋂
i=1

Ai = {ω : ω ∈ Ai ïðè âñåõ i = 1, 2, . . .} � ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé (îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî âñå óêàçàííûå ñîáûòèÿ);
A\B = {ω : ω ∈ A, íî ω 6∈ B} � ðàçíîñòü äâóõ ñîáûòèé;
A = Ω\A = {ω : ω 6∈ A} � äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå èëè ïðîñòî äîïîëíåíèå ê A.
Ïåðå÷èñëåíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàöèé íå âõîäèò â ïðîãðàììó íàøåãî

êóðñà, ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îäíîì ñîîòíîøåíèè, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
â äàëüíåéøåì.

Ôîðìóëà äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé A1, A2, . . .
ñïðàâåäëèâî

∞⋂
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

Ai.
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Äîêàæåì ýòî ñîîòíîøåíèå. Åñëè ω ∈
∞⋂
i=1

Ai, òî ω 6∈
∞⋂
i=1

Ai, ò. å. ñóùåñòâóåò íîìåð

i òàêîé, ÷òî ω 6∈ Ai èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ω ∈ Ai ⊂
∞⋃
i=1

Ai. Åñëè æå ω ∈
∞⋃
i=1

Ai, òî

ñóùåñòâóåò íîìåð i òàêîé, ÷òî ω ∈ Ai. Çíà÷èò, ω 6∈ Ai, ò. å. ω 6∈
∞⋂
i=1

Ai è, ñëåäîâàòåëüíî,

ω ∈
∞⋂
i=1

Ai.

Äàëåå ìû ââåäåì ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, âåðîÿòíîñòü
� ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íà S, îáëàäàþùàÿ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ äèñ-
êðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ìû îïðåäåëèì åå â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà òîëüêî äëÿ ñîáûòèé,
ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà.

Êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ∈ Ω ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî P(ω), íà-
çûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà, òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå äâà òðåáîâàíèÿ:

1) P(ω) ≥ 0;
2)
∑
ω∈Ω

P(ω) = 1.

Êàêèå êîíêðåòíî çíà÷åíèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü � íå òàê óæ âàæíî, ýòî îáû÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ýêñïåðèìåíòà. Òàê, â ïðèìåðå 1 ìû ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòè 1/2
êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó, åñëè ìîíåòêà ñèììåòðè÷íà; â ïðèìåðå 2 (áðîñàíèå
èãðàëüíîé êîñòè) ìîæíî çàäàòü ðàâíûå âåðîÿòíîñòè ïî 1/6 äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàð-
íîãî èñõîäà. Â òðåòüåì ïðèìåðå ìû óæå íå ìîæåì ïðèïèñàòü êàæäîìó ýëåìåíòàðíî-
ìó èñõîäó îäíó è òó æå ïîëîæèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü � òîãäà ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé
íå áóäåò ðàâíà åäèíèöå. Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû, äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
çà åäèíèöó âðåìåíè íà ÀÒÑ ïîñòóïèò ðîâíî k âûçîâîâ, ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò ÷èñëî
λk

k!
e−λ ïðè íåêîòîðîì λ > 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω. Ïîëî-
æèì, ïî îïðåäåëåíèþ,

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω).

Áóäåì ñ÷èòàòü, êðîìå òîãî, ÷òî P(∅) = 0.
Ìû òåì ñàìûì çàâåðøèëè ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêñïåðèìåíòà ñ

äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îíà ñîñòîèò èç òðîéêè 〈Ω, S, P〉
è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ãîäèòñÿ òîëüêî
äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðî-
ÿòíîñòè â äèñêðåòíîé ìîäåëè.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè
1. 0 ≤ P(A) ≤ 1, P(Ω) = 1.
2. Åñëè A ⊂ B, òî P(A) ≤ P(B).
Ýòè äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.
3. P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB), ãäå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè îáîçíà÷åíî

P(AB) = P(A ∩B).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê åãî ïðàâîé ÷àñòè.

Âû÷èñëÿÿ P(A), ìû ñóììèðóåì âåðîÿòíîñòè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èç A, çàòåì
ïðèáàâëÿåì ñóììó âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èç B. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåò-
ñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ èç ìíîæåñòâà AB ìû ïðîñóììèðîâàëè
äâàæäû. Çíà÷èò, îäèí ðàç íóæíî èõ îòíÿòü.
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Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè AB = ∅. Èç äîêàçàííîãî ñâîé-
ñòâà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî P(A ∪ B) = P(A) + P(B), åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâ-
ìåñòíû.

Ïîñëåäíåå íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîñòüþ âåðîÿòíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ñ ïîìîùüþ èí-
äóêöèè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ýòî ñâîéñòâî íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî âçàèìíî íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé.

4. P(A) = 1−P(A), ïîñêîëüêó A ∪ A = Ω, P(A) + P(A) = P(Ω) = 1.
5. Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, ò. å.

AiAj = ∅ (i 6= j),

òî

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).

Äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòüþ. Îíî òàêæå ëåãêî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∑
ω∈

∞S
i=1

Ai

P(ω) =
∑
ω∈A1

P(ω) +
∑
ω∈A2

P(ω) + . . . =
∞∑
i=1

P(Ai).

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ëåãêî çàïîìíèòü, åñëè ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ ìàññîé òåëà.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω èìååò ìàññó P(ω). Òîãäà ìàññà
âñåãî ïðîñòðàíñòâà Ω ðàâíà åäèíèöå, è âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñîáûòèÿ òîæå ìîæåò
âîñïðèíèìàòüñÿ êàê åãî ìàññà. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè âïîëíå ñîîò-
âåòñòâóþò íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ñâîéñòâàõ ìàññû òåëà.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
Ñðåäè äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì òàêèå, ó êîòîðûõ:
1) N(Ω) = N <∞ (çäåñü N(Ω) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω);
2) P(ω1) = . . . = P(ωN) = 1/N.
Âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêèì ñâîéñòâàì, èñïîëüçóþòñÿ

î÷åíü ÷àñòî. Ïåðâûå äâà ïðèìåðà èç ðàññìîòðåííûõ ïðèâîäÿò èìåííî ê òàêèì ìî-
äåëÿì. Ïîñìîòðèì, êàê áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ â òàêîé ñèòóàöèè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ.
Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A

P(A) = 1/N + . . .+ 1/N.

×èñëî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ò. å. N(A),
ïîýòîìó ïîëó÷àåì

P(A) =
N(A)

N
=
N(A)

N(Ω)
.

Ýòî òàê íàçûâàåìîå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Êàê âèäèì, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòü ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ¾áëàãîïðèÿò-
íûõ¿ èñõîäîâ (ò. å. òåõ, êîòîðûå ôîðìèðóþò èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå) ê ÷èñëó
âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà. Ôîðìóëà ïðîñòà, íî îíà íå óíèâåðñàëüíà, åå
ïðèìåíèìîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå äâóìÿ óñëîâèÿìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ÷àñòî òðå-
áóåòñÿ ïðèìåíÿòü íåêîòîðûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû èç êîìáèíàòîðèêè. Íàïîìíèì
êðàòêî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.
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1. Ïóñòü èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü èç n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ a1, a2, . . . , an. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü èõ â ðÿä?

Ýòî çàäà÷à î ïåðåñòàíîâêàõ. Íà ïåðâîå ìåñòî â ýòîì ðÿäó ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáîé
èç n èìåþùèõñÿ îáúåêòîâ, íà âòîðîå � ëþáîé èç n − 1 îñòàâøèõñÿ è ò. ä. Â èòîãå
ïîëó÷àåì n(n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1 = n! ïåðåñòàíîâîê (êîãäà êàæäûé èç âàðèàíòîâ
äëÿ îäíîé ïîçèöèè ìîæåò îáúåäèíÿòüñÿ ñ ëþáûì âàðèàíòîì äëÿ äðóãîé ïîçèöèè,
òî îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì, à íå ñëîæåíèåì, ýòî ëåãêî
ïðîâåðèòü íà ïðèìåðàõ).

2. Ïóñòü èñõîäíàÿ ñîâîêóïíîñòü a1, a2, . . . , an òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çà-
äà÷å, íî òåïåðü ìû áóäåì âûáèðàòü èç íåå ïîäñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç k îáú-
åêòîâ (áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìû äåëàåì âûáîðêó îáúåìà k), k = 1, 2, . . . , n. Ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ âûáîðîê ìîæíî ïîëó÷èòü?

Åñëè äåéñòâîâàòü, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìû ìîæåì âûáðàòü ïåðâûé îáúåêò
n ñïîñîáàìè, âòîðîé n−1 ñïîñîáîì, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàáåðåì k îáúåêòîâ. Òåì

ñàìûì êîëè÷åñòâî âûáîðîê ïîëó÷èòñÿ ðàâíûì n(n−1)(n−2) . . . (n−k+1) =
n!

(n− k)!
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðàõ, ÷òî ïîëó÷åííîå íàìè ÷èñëî âûáîðîê îáúåìà k
âêëþ÷àåò âûáîðêè, ðàçëè÷àþùèåñÿ è ïî ñîñòàâó ýëåìåíòîâ, è ïî ïîðÿäêó ðàñïîëî-
æåíèÿ èõ âíóòðè âûáîðêè.

Åñëè ìû õîòèì îãðàíè÷èòü ñåáÿ âûáîðêàìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ òîëüêî ñîñòàâîì
âõîäÿùèõ â íèõ ýëåìåíòîâ è íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âíóòðè
âûáîðêè, òî ìû äîëæíû ïîëó÷åííîå âûøå ÷èñëî ðàçäåëèòü íà k!, òàê êàê êàæäàÿ âû-
áîðêà ôèêñèðîâàííîãî ñîñòàâà íàìè ïîñ÷èòàíà òàì k! ðàç ñî âñåìè åå ïåðåñòàíîâêàìè
ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ÷èñëî Ck
n =

n!

k!(n− k)!
. Åãî îáû÷íî íàçûâàþò ÷èñëîì

ñî÷åòàíèé èç n ïî k. ×èñëà Ck
n, k = 0, 1, . . . , n, òàêæå íàçûâàþò áèíîìèàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ïîñêîëüêó îíè ó÷àñòâóþò â ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

(x+ y)n =
n∑

k=0

Ck
n x

kyn−k

(ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå C0
n = 1, ýòî óäîáíî). Èç áèíîìà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî∑n

k=0 Ck
n = 2n. Îòìåòèì òàêæå î÷åâèäíîå ñâîéñòâî Ck

n = Cn−k
n .

3. Èìååòñÿ n ÿùèêîâ è k ðàçëè÷íûõ øàðîâ. Øàðû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçìå-
ùàþòñÿ ïî ÿùèêàì áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé. Ñêîëüêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî
ýòî ñäåëàòü?

Çäåñü ïåðâûé øàð ìîæåò áûòü ïîëîæåí â ëþáîé èç n ÿùèêîâ, íåçàâèñèìî îò
ýòîãî ó âòîðîãî øàðà òîæå n âàðèàíòîâ è ò. ä. Ïåðåìíîæàÿ êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ,
ïîëó÷àåì nk ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ.

Ýòà çàäà÷à ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àëôàâèòå n áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû k ìîæíî ñîñòàâèòü?
ßñíî, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðâîé áóêâû ìîæåò áûòü âçÿòà ëþáàÿ èç n áóêâ àëôàâèòà, â

êà÷åñòâå âòîðîé � òîæå ëþáàÿ áóêâà àëôàâèòà è ò. ä. Âñåãî ïîëó÷àåì nk ðàçëè÷íûõ
ñëîâ.

Ðàçëè÷àþòñÿ âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì è áåç âîçâðàùåíèÿ. Ïðèìåðîì âûáîðîê ñ
âîçâðàùåíèåì ÿâëÿþòñÿ ðàçíûå ñëîâà â ïîñëåäíåé çàäà÷å: çäåñü ïîñëå âûáîðà ïåðâîé
áóêâû ñëîâà èñõîäíàÿ ñîâîêóïíîñòü (àëôàâèò) íå óìåíüøèëàñü è íà âòîðîì øàãå ìû
âíîâü èìååì n âàðèàíòîâ, òàê æå è äëÿ òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è äðóãèõ áóêâ ñëîâà. À âîò
ïðè ïîëó÷åíèè ÷èñëà Ck

n ìû äåëàëè âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ, òàê êàê, âûáèðàÿ

9



ïîñëåäîâàòåëüíî îäèí îáúåêò çà äðóãèì, ìû óìåíüøàëè èñõîäíóþ ñîâîêóïíîñòü.
Çàäà÷è î ðàçìåùåíèè øàðîâ ïî ÿùèêàì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêå. Îáû÷íî òàì ãîâîðÿò î ðàçìåùåíèè ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. Åñëè k ðàçëè÷íûõ
÷àñòèö ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçìåùàþòñÿ ïî n ÿ÷åéêàì, è âñå nk ïîëó÷åííûõ ðàç-
ìåùåíèé ðàâíîâåðîÿòíû, òî òàêóþ ñõåìó ôèçèêè íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé Ìàêñâåëëà
� Áîëüöìàíà.

4. Ïóñòü òåïåðü øàðû íåðàçëè÷èìû, èõ ïî-ïðåæíåìó k øòóê, è îíè áåç êàêèõ-
ëèáî îãðàíè÷åíèé ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî n ÿùèêàì. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ
ðàçìåùåíèé â ýòîé ñõåìå?

Ýòà çàäà÷à ñëîæíà. Ïðåäâàðèòåëüíî çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ñêîëüêî ìîæíî ïîñòðî-
èòü äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, åñëè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ m åäèíèö
è r íóëåé? Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äëèíó m + r, è èç m + r ìåñò â íåé ëþáûå m
ìîãóò áûòü çàíÿòû åäèíèöàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû âûáèðàåì ëþáûå m ìåñò èç m+r
èìåþùèõñÿ � à ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cm

m+r ñïîñîáàìè.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ó íàñ åñòü óçêîå äëèí-

íîå êîðûòî, íà äíå êîòîðîãî â îäèí ðÿä ðàçëîæåíû øàðû, è èìåþòñÿ ïåðåãîðîäêè,
âñòàâëÿÿ êîòîðûå ïîïåðåê êîðûòà, ìû ïîëó÷èì n ÿùèêîâ. ßñíî, ÷òî ïåðåãîðîäîê
ïîòðåáóåòñÿ n− 1.n n n n n n n n n n n
Ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé àíàëîãèÿ ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé: ïåðåãîðîäêè ìîæíî ñ÷èòàòü
åäèíèöàìè, à øàðû � íóëÿìè. ×èñëî ðàçìåùåíèé øàðîâ ïî ÿùèêàì áóäåò ñîâïàäàòü
ñ ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n−1 åäèíèö è k íóëåé. Â èòîãå ïîëó÷àåì Cn−1

n−1+k =
Ck

n−1+k ðàçìåùåíèé.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è íà ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ êëàññè÷å-

ñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ðàçìåùåíèÿì øàðîâ ïî ÿùèêàì, âîçíèêàåò
âîïðîñ: êàêîé ñõåìîé ïîëüçîâàòüñÿ. Åñëè ñ÷èòàòü øàðû ðàçëè÷íûìè, òî ïîëó÷àåòñÿ
îäèí ðåçóëüòàò, íåðàçëè÷èìûìè � äðóãîé.

Íàøà ðåêîìåíäàöèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íóæíî âñåãäà ñ÷èòàòü øàðû ðàçëè÷-
íûìè. Êàê ïðàâèëî, ðàçíûå ðàçìåùåíèÿ â ýòîé ñõåìå èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü
(åñëè òîëüêî çàäà÷à íå ñâÿçàíà ñ ÷àñòèöàìè èç ìèêðîìèðà). Åñëè æå øàðû îáúÿâèòü
íåðàçëè÷èìûìè, òî òîãäà íåêîòîðûå ðàçìåùåíèÿ ïåðåñòàíóò ðàçëè÷àòüñÿ, òî åñòü
ïðîèçîéäåò "óêðóïíåíèå" ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Íàïðèìåð, åñëè â ñõåìå ñ ðàçëè÷-
íûìè øàðàìè k øàðîâ ðàçìåùàþòñÿ ïî îäíîìó â ðàçíûõ ÿùèêàõ, òî âñå k ! ïåðå-
ñòàíîâîê ýòèõ øàðîâ ïðèâåäóò ê ðàçíûì ýëåìåíòàðíûì èñõîäàì. Åñëè æå ýòè øàðû
ñ÷èòàòü íåðàçëè÷èìûìè, òî k ! ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîëüþòñÿ â îäèí èñõîä. Îäíà-
êî, åñëè èçíà÷àëüíî k øàðîâ íàõîäèëèñü â îäíîì ÿùèêå, òî èõ ïåðåñòàíîâêè íè÷åãî
íå äàäóò íè â òîé, íè â äðóãîé ñõåìå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óêðóïíåíèå ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíî, è ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì íîâûå ýëåìåíòàðíûå
èñõîäû óæå íå áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè, ÷òî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü
ïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàññìîò-
ðèì îäíó ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ çàäà÷ó.

Â ÿùèêå íàõîäèòñÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ (ñêàæåì, øàðû ïðîíóìåðîâàíû), èç íèõ
n1 áåëûõ øàðîâ è n − n1 ÷¼ðíûõ. Íàóãàä âûáèðàåì k øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ øàðîâ îêàæåòñÿ ðîâíî k1 áåëûõ?

Ýòà çàäà÷à ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â äðóãèõ òåðìèíàõ. Íàïðèìåð:
1. Ñðåäè n ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ åñòü âûèãðûøíûå (èõ n1) è ïðîèãðûøíûå (n−n1).

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè k ïðèîáðåòåííûõ áèëåòîâ ðîâíî k1 âûèãðûøíûõ?
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2. Ñðåäè n èçäåëèé n1 áðàêîâàííûõ, îñòàëüíûå ãîäíûå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè k âûáðàííûõ íàóãàä èçäåëèé îáíàðóæèòñÿ ðîâíî k1 áðàêîâàííûõ?

Ïðèìåðîâ òàêèõ ñèòóàöèé ìíîãî.
Äëÿ ðåøåíèÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ. Ìû äåëàåì âûáîðêè

îáú¼ìà k, èõ âñåãî Ck
n, è âñå îíè ðàâíîâîçìîæíû. Êîëè÷åñòâî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ

ïîëó÷àåòñÿ òàê: ñíà÷àëà âûáèðàåì ëþáûå k1 áåëûõ øàðîâ èç îáùåãî êîëè÷åñòâà n1

áåëûõ øàðîâ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck1
n1
ñïîñîáàìè. Çàòåì íàáèðàåì k−k1 ÷åðíûõ øàðîâ

èç n − n1 èìåþùèõñÿ, ïîëó÷àåì Ck−k1
n−n1

âàðèàíòîâ. Ïîñëå ÷åãî ïåðåìíîæàåì ýòè äâà
êîëè÷åñòâà, ïîñêîëüêó êàæäûé èç íàáîðîâ áåëûõ øàðîâ ìîæåò áûòü îáúåäèíåí â
âûáîðêó ñ êàæäûì èç íàáîðîâ ÷åðíûõ øàðîâ, â îòâåòå ïîëó÷àåì

Ck1
n1
Ck−k1

n−n1
/Ck

n.

Ìû ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðõíèå èíäåêñû íå ïðåâîñõîäÿò íèæíèõ â çàïè-
ñè ó÷àñòâóþùèõ çäåñü áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòâåò â
çàäà÷å òðèâèàëåí.

Ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííîé k1 íàçûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

1.2 Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îáùåãî âèäà

Ìû ïîäðîáíî èçó÷èëè äèñêðåòíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü. Â íåé âåðîÿòíîñòíàÿ
ìàññà ðàñïðåäåëÿëàñü ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îäíàêî, êàê
ìû âèäåëè, òàêàÿ ìîäåëü ãîäèòñÿ íå äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðîñòðàí-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæåò áûòü áîëåå áîãàòûì è âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà ìîæåò
íåïðåðûâíûì îáðàçîì ¾ðàçìàçûâàòüñÿ¿ ïî ïðîñòðàíñòâó èëè ïî åãî ÷àñòè. Ïîýòîìó
ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîèòü áîëåå îáùóþ êîíñòðóêöèþ âåðîÿòíîñòíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà. Îíà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé àêñèîì, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû â 30-õ
ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ À. Í. Êîëìîãîðîâûì.

Èòàê, ìû ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì òðîéêó 〈Ω, S, P〉,
ãäå ïðî Ω óæå âñå ñêàçàíî � ýòî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà, S �
ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ω, íàçûâàåìûõ ñîáûòèÿìè. Â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîé ìî-
äåëè, â îáùåì ñëó÷àå S ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ íå âñå ïîäìíîæåñòâà Ω. Îäíàêî äëÿ
S âñåãäà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ.

S1. Ω ∈ S.
S2. Åñëè {Ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç S, òî è

∞⋃
i=1

Ai ∈ S.

S3. Åñëè A ∈ S, òî è Ā ∈ S.
Èç ñîîòíîøåíèÿ

⋂∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Ai ñëåäóåò, ÷òî åñëè {Ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîæåñòâ èç S, òî òàêæå
⋂∞

i=1Ai ∈ S.
Ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì S1 � S3, íàçûâà-

åòñÿ σ-àëãåáðîé. Ðàçóìååòñÿ, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
Ýòî ñàìàÿ áîãàòàÿ σ-àëãåáðà. Äëÿ êîíòðàñòà ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ñàìîé áåäíîé
σ-àëãåáðû, ñîñòîÿùåé âñåãî èç äâóõ ìíîæåñòâ {∅,Ω}, èëè, ê ïðèìåðó, {∅, A, Ā,Ω},
ãäå A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ω.

Ïî-ïðåæíåìó, âåðîÿòíîñòü � ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ P, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ S. Êàêèì áû ñïîñîáîì íè çàäàâàëàñü ýòà ôóíêöèÿ, îíà äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåì àêñèîìàì:

P1. P(Ω) = 1.
P2. P(A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ S.
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P3. Ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü: åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . òàêîâû, ÷òî AiAj = ∅ (i 6= j)
(ò. å. ïîïàðíî íåñîâìåñòíû), òî

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).

Àêñèîìû P2 � P3 çàäàþò ìåðó, îïðåäåëåííóþ íà S. Ìåðà, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íÿåòñÿ åùå è ñâîéñòâî P1, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé èëè âåðîÿòíîñòíîé. Èç ïðè-
âåäåííûõ àêñèîì âûòåêàåò ðÿä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòè. Íåêîòîðûå èç íèõ ìû
èìåëè âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü â äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òåïåðü óñòàíîâèì ñâîé-
ñòâà âåðîÿòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè ââåäåííûõ òðåõ àêñèîì.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè
1. P(∅) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå A â âèäå

A = A ∪∅ ∪∅ ∪ . . . ,

òîãäà ïî àêñèîìå P3
P(A) = P(A) + P(∅) + P(∅) + . . . ,

÷òî èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè P(∅) = 0.
2. Àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè: äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî íåñîâìåñò-

íûõ ñîáûòèé A1, A2, . . . , An

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëÿåì
n⋃

i=1

Ai â âèäå A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ∪ ∅ ∪ ∅ . . . è

ïîëüçóåìñÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòüþ.
3. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A èìååò ìåñòî P(A) + P(Ā) = 1 � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé

ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Âûäåëÿåòñÿ â âèäå îòäåëüíîãî ñâîéñòâà ââèäó ÷àñòîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

4. Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B

P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñîáûòèå A ∪ B â âèäå B ∪ (A \ B), òîãäà â ñèëó
àääèòèâíîñòè P(A ∪B) = P(B) + P(A \B). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì A = AB ∪ (A \ B), îòêóäà îïÿòü ïî àääèòèâíîñòè
P(A) = P(AB) + P(A \B).

5. Åñëè A ⊂ B, òî P(A) ≤ P(B).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó B = A ∪ (B \ A), òî èç àääèòèâíîñòè è àêñèîìû P2

ïîëó÷àåì P(B) = P(A) + P(B \ A) ≥ P(A).
6. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé {Ai} èìååò ìåñòî

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

P(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî.

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= P(A1) + P(A2 \ A1) + P(A3 \ (A1 ∪ A2)) + . . . ≤

∞∑
i=1

P(Ai).
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7. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè. Îíî ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ:
(à) åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . òàêîâû, ÷òî

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ,

òî ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

P(An) = P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
;

(á) åñëè A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . ., òî ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

P(An) = P

(
∞⋂
i=1

Ai

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ñîáûòèå
∞⋃
i=1

Ai ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∞⋃
i=1

Ai = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ (A3 \ A2) ∪ . . . ,

òîãäà ó÷àñòâóþùèå çäåñü ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è ìû ìîæåì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè:

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= P(A1) + P(A2 \ A1) + P(A3 \ A2) + . . . .

Ïîñêîëüêó ñóììà ðÿäà åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ ñóìì, òî ýòî âûðà-
æåíèå ðàâíî

lim
n→∞

[P(A1) + P(A2 \ A1) + . . .+ P(An \ An−1)] =

= lim
n→∞

P(A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ . . . ∪ (An \ An−1)) = lim
n→∞

P(An).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (á) ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ñîáûòèé
è âîñïîëüçóåìñÿ óæå äîêàçàííûì ñâîéñòâîì (à). Î÷åâèäíî,

Ā1 ⊂ Ā2 ⊂ Ā3 ⊂ . . . ,

ïîýòîìó

lim
n→∞

P(An) = 1− lim
n→∞

P(Ān) = 1−P

(
∞⋃
i=1

Āi

)
= 1−P

(
∞⋂
i=1

Ai

)
= P

(
∞⋂
i=1

Ai

)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü äîêàçàííîé ðàíåå ôîðìóëîé äâîéñòâåííîñòè.
Ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè, ñâÿ-

çàííûå ñî ñïîñîáîì çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òðåáîâàíèÿ P1 �
P3. Ìû âèäåëè, ÷òî â äèñêðåòíîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω áåç
òðóäà ìîãëà áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Ýòà êîíñòðóêöèÿ íå ãîäèòñÿ, åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåñ÷åòíî. Âû-
ÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì çàäàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì ñïîñîáîì âå-
ðîÿòíîñòü íà âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâàõ Ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîòåëîñü áû,
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÷òîáû êëàññ ñîáûòèé áûë êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèì, ýòî äèêòóåòñÿ ìíîãî÷èñëåííû-
ìè ïðèëîæåíèÿìè ìîäåëè. Íî ÷åì øèðå êëàññ ìíîæåñòâ, òåì òðóäíåå îïðåäåëèòü íà
íåì âåðîÿòíîñòü ñ ñîáëþäåíèåì íåîáõîäèìûõ ïðàâèë P1 � P3. Ãîðàçäî ïðîùå çàäàòü
âåðîÿòíîñòü íà ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ Ω, îáðàçóþùèõ àëãåáðó. Ïî îïðåäåëåíèþ,
àëãåáðîé A íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.

A1. Ω ∈ A.
A2. Åñëè A1, A2, . . . , An � ìíîæåñòâà èç A, òî è

n⋃
i=1

Ai ∈ A.

A3. Åñëè A ∈ A, òî è Ā ∈ A.
Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò σ-àëãåáðû àëãåáðà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îáúåäè-

íåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ òîëüêî ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ ýëåìåíòîâ.
Äëÿ êàæäîé àëãåáðû íàéäåòñÿ σ-àëãåáðà, êîòîðàÿ åå ñîäåðæèò. Äëÿ ýòèõ öåëåé

ìîæíî âçÿòü, ê ïðèìåðó, σ-àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì âñå σ-àëãåáðû,
ñîäåðæàùèå àëãåáðó A. Èõ ïåðåñå÷åíèå òîæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ σ-àëãåáðîé, ýòî ëåãêî
ïðîâåðèòü, ïðè÷åì îíî òàêæå áóäåò ñîäåðæàòü A. Îáîçíà÷èì ýòî ïåðåñå÷åíèå σ(A)
è íàçîâåì åãî σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé A. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñíà÷àëà çàäàòü
âåðîÿòíîñòü íà àëãåáðå A (÷òî íå òàê òðóäíî), òî ïîòîì åå ìîæíî åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà σ-àëãåáðó σ(A). Îá ýòîì � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè
î ïðîäîëæåíèè ìåðû (ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Òåîðåìà. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü P çàäàíà íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, òî åñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. P(Ω) = 1.
2. P(A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ A.
3. Åñëè ìíîæåñòâà A1, A2, . . . èç A òàêîâû, ÷òî AiAj = ∅ (i 6= j) è

∞⋃
i=1

Ai ∈ A,
òî

P

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P, îïðåäåëåííàÿ
íà σ(A) òàêàÿ, ÷òî P(A) = P(A) äëÿ âñåõ A ∈ A.

Ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, Ω = R. Ðàçóìååòñÿ, ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ñ ñî-
áëþäåíèåì àääèòèâíîñòè ñíà÷àëà íà ìíîæåñòâå K âñåâîçìîæíûõ ïðîìåæóòêîâ âèäà
[a, b), a < b. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü P([a, b)) = F (b)− F (a), ãäå F � íåêîòîðàÿ
íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè lim

x→−∞
F (x) = 0,

lim
x→∞

F (x) = 1. ßñíî, ÷òî K àëãåáðîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ðàñøèðèì K, äîáàâèâ â íåãî âñå-
âîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç K. Ïîëó÷åííàÿ
òàêèì îáðàçîì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ A áóäåò àëãåáðîé. Âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó îáú-
åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëèì êàê ñóììó ìåð
îòäåëüíûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ôóíêöèè F , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà
A áóäåò èìåòü ìåñòî è ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè. Òåïåðü ìîæåì ðàññìîòðåòü
σ-àëãåáðó σ(A), ïîðîæäåííóþ â êîíå÷íîì èòîãå âñåâîçìîæíûìè ïðîìåæóòêàìè, îíà
íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ è îáîçíà÷àåòñÿ B(R). Â ñèëó òåîðåìû
î ïðîäîëæåíèè ìåðû âåðîÿòíîñòü, çàäàííàÿ ïåðâîíà÷àëüíî íà ïðîìåæóòêàõ, åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî B(R).

Â ñëó÷àå Ω = Rn ìû âíà÷àëå çàäàåì âåðîÿòíîñòü íà âñåâîçìîæíûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêàõ âèäà [a1, b1)× . . .× [an, bn), à çàòåì ïî òîé æå ñõåìå ïðîäîëæàåì åå íà σ-àëãåáðó
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B(Rn).
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1.3 Êîíòèíóàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè àíàëîãè÷íû
ñâîéñòâàì ìàññû òåëà. Ïðîäîëæàÿ ýòó àíàëîãèþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ � ýòî åãî ìàññà, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Ω áóäåò èìåòü åäèíè÷íóþ ìàññó. Â
äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿ ýòà åäèíè÷íàÿ ìàññà ðàçáðîñàíà ïî êîíå÷íîìó èëè
ñ÷åòíîìó íàáîðó òî÷åê. Òåïåðü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ êðàéíîñòü, êîãäà
âåðîÿòíîñòü êàê ìàññà ¾ðàçìàçàíà¿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
êîòîðîå, ðàçóìååòñÿ, óæå íå áóäåò äèñêðåòíûì.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çäåñü, ÷òî Ω = Rn, n ≥ 1. Â êà÷åñòâå ñîáûòèé áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà èç B(Rn), à äëÿ çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè äîñòàòî÷íî áóäåò
îïðåäåëèòü åå íà âñåâîçìîæíûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà áîëåå ïîäðîáíî íà ñëó÷àå Ω = R1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ π : Ω → R
òàêàÿ, ÷òî:

1) π(ω) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω;

2)
∞∫

−∞
π(ω) dω = 1.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ. Ïîëî-
æèì, ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòêà A íà ÷èñëîâîé îñè

P(A) =

∫
A

π(ω) dω.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíî-
ãî ïðîìåæóòêà íà ïðÿìîé âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, èìåþ-
ùåé äàííûé ïðîìåæóòîê ñâîèì îñíîâàíèåì è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ãðàôèêîì ôóíê-
öèè π(ω).

-
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì òàêèì îáðàçîì çàäàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèé, íàçûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.

ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè êàæäûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä èìååò íóëåâóþ
âåðîÿòíîñòü. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè, ïåðå÷èñëåííûå â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ êîíòèíóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ôóíêöèé π.
1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ a < b

π(ω) =


1

b− a
, ω ∈ [a, b];

0, èíà÷å.
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðè òàêîé ôóíêöèè π áóäåò âûïîëíÿòüñÿ P(A) = 0 äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà A, íå èìåþùåãî ïåðåñå÷åíèé ñ [a, b]. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî Ω ñóæàåòñÿ äî ðàçìåðîâ îòðåçêà [a, b]. Ïðè ýòîì êàêîå áû ïîäìíîæåñòâî
A = [c, d] ⊂ Ω = [a, b] íè âçÿòü, åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P(A) =
d− c

b− a
=
λ(A)

λ(Ω)
,

ãäå λ(A) îáîçíà÷àåò äëèíó ìíîæåñòâà A.
Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, âû÷èñëÿåìûå ïî ýòîìó ïðîñòîìó ïðàâèëó êàê îòíîøåíèå

äëèí ìíîæåñòâ, íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè. Ýòî åñòü íåïðåðûâíûé àíàëîã êëàñ-
ñè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ðàññìîòðåííîãî ðàíåå äëÿ äèñêðåòíûõ ñõåì.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò ñäâèãîâ ìíîæåñòâà A âíóòðè Ω. Ìîæíî
îáðàçíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà ðàâíîìåðíî ¾ðàçìàçàíà¿ ïî
îòðåçêó [a, b].

2. Ïóñòü

π(ω) =
1√
2π
e−ω2/2.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû óæå íå ìîæåì ãîâîðèòü î ðàâíîìåðíîñòè ¾ðàçìàçûâàíèÿ¿ âåðîÿò-
íîñòíîé ìàññû íà ïðÿìîé. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èíòåðâàëà áóäåò ìàêñèìàëüíîé, åñëè
åãî öåíòð íàõîäèòñÿ â íóëå, è áóäåò óáûâàòü î÷åíü áûñòðî ïî ìåðå óäàëåíèÿ ýòîãî
èíòåðâàëà îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

3. Åùå îäèí ïðèìåð:

π(ω) =

{
e−ω, ω > 0;
0, èíà÷å.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = [0, ∞).
Åñëè Ω = Rn è ÷èñëî n ≥ 1 ïðîèçâîëüíî, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

òàêæå ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè π(ω), òîëüêî òåïåðü ω = (ω1, ω2, . . . , ωn),
è ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíû òàêèå òðåáîâàíèÿ:

1) π(ω) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω;

2)
∞∫

−∞
. . .

∞∫
−∞

π(ω) dω1 . . . dωn = 1.

Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ A ⊂ Ω

P(A) =

∫ ∫
A

. . .

∫
π(ω) dω1 . . . dωn.

Åñëè ôóíêöèÿ π ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ìíî-
æåñòâå D ⊂ Rn è ðàâíà íóëþ âíå íåãî, òî, êàê è ðàíüøå, âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèÿ A ⊂ D ïðîèçâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì:

P(A) =
λ(A)

λ(D)
,

ãäå λ(A) çäåñü óæå îáîçíà÷àåò n � ìåðíûé îáúåì ìíîæåñòâà A. Çäåñü, êîíå÷íî, îáÿ-
çàòåëüíî äîëæíî áûòü λ(D) > 0.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó î âñòðå÷å.
Äâà ÷åëîâåêà, A è B, äîãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå ìåæäó

18 è 19 ÷àñàìè âå÷åðà. Îäíàêî ìîìåíò âñòðå÷è îíè íèêàê íå îáîçíà÷èëè, à äîãîâî-
ðèëèñü î ñëåäóþùåì. Òîò, êòî ïðèõîäèò ïåðâûì, æäåò â òå÷åíèå 15 ìèíóò. Åñëè
âòîðîé çà ýòî âðåìÿ íå ïðèõîäèò, òî ïåðâûé óõîäèò è âñòðå÷à â ýòîì ñëó÷àå íå
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ñîñòîèòñÿ. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ïåðâûé ïðèäåò, ñêàæåì, çà 5 ìèíóò äî 19 ÷àñîâ, òî
æäàòü âñå 15 ìèíóò íåò íèêàêîãî ñìûñëà, òàê êàê ïîñëå 19 ÷àñîâ íèêòî áîëüøå
ïðèéòè íå ìîæåò.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ?
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåæäå âñåãî íóæíî ïîíÿòü, êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåçX ìîìåíò ïðèõîäà A è ÷åðåç Y ìîìåíò ïðèõîäà
B. ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ïàð (X, Y ), ãäå 18 ≤ X ≤ 19, 18 ≤ Y ≤ 19
èñ÷åðïûâàåò âñå èñõîäû ýêñïåðèìåíòà, ò. å. Ω� ýòî êâàäðàò íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ
X, Y . Ïîñêîëüêó ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìîìåíòîâ ïðèõîäà êàæäîãî èç
íèõ íåò íèêàêèõ ïðåäïî÷òåíèé âíóòðè ïðîìåæóòêà [18, 19], òî ìû âûáèðàåì ìîäåëü ñ
ôóíêöèåé π, ðàâíîé åäèíèöå â óêàçàííîì êâàäðàòå. Èíà÷å ãîâîðÿ, âû÷èñëåíèå âåðî-
ÿòíîñòè ñîáûòèÿ áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì, â äàííîì ñëó÷àå êàê
îòíîøåíèå ïëîùàäåé. Ïëîùàäü âñåãî Ω ðàâíà 1, íàì îñòàåòñÿ âûäåëèòü èç êâàäðàòà
ïîäìíîæåñòâî òî÷åê (X, Y ), äëÿ êîòîðûõ âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ. Ýòî ìíîæåñòâî õàðàê-
òåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì |Y −X| ≤ 1/4 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, X−1/4 ≤ Y ≤ X+1/4.
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Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïëîùàäü ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà 1 − (3/4)2 = 7/16. Ýòî è
åñòü èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà áóäåò îòíîñèòüñÿ ê âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâàì îáùåãî âèäà.

1.4 Ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé

Ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1 è A2 èìååò ìåñòî

P(A1 ∪ A2) = P(A1) + P(A2)−P(A1A2).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñîáûòèé.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1, . . . , An

P

( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai)−
∑
i<j

P(AiAj) +
∑

i<j<k

P(AiAjAk)− . . .+ (−1)n−1P(A1 . . . An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ n− 1 ñîáûòèé.

Îáîçíà÷èì B =
n−1⋃
i=1

Ai, òîãäà

P

( n⋃
i=1

Ai

)
= P(B ∪ An) = P(B) + P(An)−P(BAn) =

=
n−1∑
i=1

P(Ai)+P(An)−
∑

i<j≤n−1

P(AiAj)+ . . .+(−1)n−2P(A1 . . . An−1)−P

( n−1⋃
i=1

AiAn

)
=
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=
n∑

i=1

P(Ai)−
∑

i<j≤n−1

P(AiAj)−
n∑

i=1

P(AiAn) + . . .+ (−1)n−1P(A1 . . . An).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð. Íåêòî íàïèñàë n ïèñåì è ïîäãîòîâèë äëÿ íèõ n êîíâåðòîâ ñ àäðåñàìè.

Îäíàêî ñåêðåòàðü ýòîãî ÷åëîâåêà ðåøèë ïîäøóòèòü, ðàçëîæèâ ïèñüìà ïî êîíâåðòàì
ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî ïèñüìî äîéäåò
ïî íàçíà÷åíèþ?

Çäåñü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñîñòîèò èç n! ïåðåñòàíîâîê, âåðîÿò-
íîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ðàâíà 1/n!. Ïóñòü ñîáûòèå Ai îçíà÷àåò, ÷òî i-å
ïèñüìî äîéäåò ïî ñâîåìó íàçíà÷åíèþ, íàñ èíòåðåñóåò P

(⋃n
i=1Ai

)
. Êàæäîå ñîáûòèå

Ai ñîñòîèò èç (n− 1)! ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

P(Ai) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
, P(AiAj) =

(n− 2)!

n!
, . . . ,

P

( n⋃
i=1

Ai

)
= n

1

n
− C2

n

(n− 2)!

n!
+ C3

n

(n− 3)!

n!
− . . .+ (−1)n−1 1

n!
=

= 1− 1

2!
+

1

3!
− . . .+ (−1)n−1 1

n!
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1− e−1 = 0.632 . . . ïðè n→∞.

1.5 Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

×òî òàêîå íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ â æèçíè � ïîíÿòíî êàæäîìó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ìåæäó ñîáûòèÿìè îòñóòñòâóåò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü, îñóùåñòâëåíèå îäíîãî
íèêàê íå âëèÿåò íà äðóãîå. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ââåñòè äëÿ ñîáûòèé â íàøåé
ìîäåëè (ò. å. äëÿ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ) íåêîòîðîå ñâîé-
ñòâî, êîòîðîå áûëî áû îòðàæåíèåì îáèõîäíîãî ïîíèìàíèÿ íåçàâèñèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(AB) = P(A)P(B).

Ïîïðîáóåì óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå, ÷òî ïðèâåäåííîå â ýòîì îïðåäåëåíèè ñâîéñòâî
äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî äëÿ òåõ ñîáûòèé â íàøåé ìîäåëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îò-
ðàæåíèåì íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé â æèçíè.

Ïðèìåð. Èç áîëüøîé ãðóïïû ëþäåé, ãäå ïîðîâíó ìóæ÷èí è æåíùèí, âûáðàëè
íàóãàä ÷åëîâåêà. Ïóñòü ñîáûòèå A îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàíà æåíùèíà. Òàê êàê æåí-
ùèí � ïîëîâèíà, òî P(A) = 1/2. Òåïåðü âûáåðåì ñîáûòèå B, íèêàê íå ñâÿçàí-
íîå ñ ïîëîì, íàïðèìåð òàêîå: ôàìèëèÿ âûáðàííîãî ÷åëîâåêà íà÷èíàåòñÿ íà áóêâó
¾Ê¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþäåé ñ ôàìèëèåé íà áóêâó ¾Ê¿ âñåãî 5%, îòêóäà ñëåäóåò
P(B) = 5/100 = 1/20. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ P(AB) ìû äîëæíû âçÿòü 1/20 äîëþ îò ïîëî-
âèíû âñåé ãðóïïû, ò. å. P(AB) = 1/20 ·1/2 = P(B) ·P(A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáåðåì
ñîáûòèå C, çàâèñÿùåå îò ïîëà âûáðàííîãî ÷åëîâåêà, íàïðèìåð òàêîå: âûáðàííûé ÷å-
ëîâåê íîñèò æåíñêîå èìÿ. Ñîáûòèÿ A è C ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ, âåðîÿòíîñòè
P(C) è P(AC) ðàâíû ïðèìåðíî 1/2. Îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ P(AC) âðÿä ëè ñòîèò
áðàòü ïîëîâèíó îò ïîëîâèíû âñåé ãðóïïû ëþäåé, ò. å. P(AC) 6= 1/2 · 1/2.

Çàìå÷àíèÿ
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1. Íå ïóòàòü íåçàâèñèìûå è íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ! Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ � ýòî
òå, êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Íåñîâìåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ âñåãî
ëèøü ñâîéñòâîì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ. Íåçàâèñèìîñòü � ýòî ñâîéñòâî
íå òîëüêî ìíîæåñòâ, íî è, ãëàâíûì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòè, ò. å. çàäàííîé íà ýòèõ
ìíîæåñòâàõ ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî îíè ÷àùå
âñåãî çàâèñèìû, òàê êàê èç AB = ∅ ñëåäóåò P(AB) = 0, ÷òî ìîæåò ñîâïàäàòü ñ
P(A)P(B) òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñîáûòèé èìååò íóëåâóþ
âåðîÿòíîñòü.

2. Åñëè A è B íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìû òàêæå A è B̄, Ā è B, Ā è B̄ (ò. å.
ïåðåõîä ê äîïîëíåíèþ íå ïîðòèò íåçàâèñèìîñòè).

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî ïåðâîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé. Îíî ñëåäóåò èç ïðîñòûõ
ñîîòíîøåíèé:

P(AB̄) = P(A \ AB) = P(A)−P(AB) = P(A)−P(A)P(B) =

= P(A)(1−P(B)) = P(A)P(B̄).

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó-
÷àé ëþáîãî êîëè÷åñòâà n ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíî-
ñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ

{i1, i2, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , n}, 2 ≤ k ≤ n,

âûïîëíÿåòñÿ
P(Ai1 Ai2 . . . Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).

Ê ñîæàëåíèþ, ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿëîñü ïðè k > 2.

Ïðèìåð Áåðíøòåéíà. Íà ïëîñêîñòü áðîñàåòñÿ òåòðàýäð, òðè ãðàíè êîòîðîãî îêðà-
øåíû ñîîòâåòñòâåííî â êðàñíûé, çåëåíûé è ñèíèé öâåòà, à íà ÷åòâåðòóþ ãðàíü íàíå-
ñåíû âñå òðè ýòè öâåòà. Îáîçíà÷èì R, G è B ñîáûòèÿ, îçíà÷àþùèå, ÷òî íà âûïàâøåé
êíèçó ãðàíè ïðèñóòñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî êðàñíûé, çåëåíûé èëè ñèíèé öâåò. Ïîñêîëü-
êó êàæäûé öâåò ïðèñóòñòâóåò íà äâóõ ãðàíÿõ èç ÷åòûðåõ, òî P(R) = P(G) = P(B) =
1/2. Î÷åâèäíî, ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé èìååò ìåñòî, P(RG) = P(GB) =
P(RB) = 1/4, îäíàêî P(RGB) = 1/4 6= P(R)P(G)P(B).

1.6 Ñõåìà Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê îäíîé è òîé æå ìîäåëè.
Çàäà÷à 1. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0.515, äåâî÷êè �

0.485. Íåêîòîðàÿ ñóïðóæåñêàÿ ïàðà çàïëàíèðîâàëà èìåòü 10 äåòåé. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ðîäèòñÿ ïîðîâíó?

Çàäà÷à 2. Ñòðåëîê â òèðå ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ïðîìàõèâàåòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − p. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k ïîïàäàíèé çà
n âûñòðåëîâ? Çäåñü k ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî n.

Çàäà÷à 3. Èçãîòîâëåíî n èçäåëèé, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
îêàçûâàåòñÿ áðàêîâàííûì ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè ïðîâåðêå íà
ïðèãîäíîñòü áóäåò îáíàðóæåíî k áðàêîâàííûõ èçäåëèé?

Âûäåëèì îáùèå ÷åðòû ýòèõ çàäà÷:
1) â êàæäîé èç íèõ èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé;
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2) êàæäîå èñïûòàíèå ìîæåò çàâåðøèòüñÿ îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ, íà-
çîâåì èõ óñëîâíî ¾óñïåõ¿ è ¾íåóñïåõ¿;

3) âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ íå ìåíÿåòñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ è ðàâíà p.
Îáîçíà÷èì Sn ÷èñëî óñïåõîâ, ðåàëèçîâàâøèõñÿ â n èñïûòàíèÿõ. Âîïðîñ ñòîèò îá

îòûñêàíèè P(Sn = k) ïðè 0 ≤ k ≤ n.
×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, íóæíî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü.
Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Áóäåì ïèñàòü ¾Ó¿, åñëè

ïðîèçîøåë óñïåõ â èñïûòàíèè, è ¾Í¿ â ñëó÷àå íåóñïåõà. Òîãäà èñõîäàìè ýêñïåðè-
ìåíòà, ñîñòîÿùåãî èç n èñïûòàíèé, áóäóò âñåâîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû
n, ó êîòîðûõ íà êàæäîì ìåñòå ñòîèò îäèí èç ýòèõ äâóõ ñèìâîëîâ. Âñåãî òàêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé 2n. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíûì; áîëåå òîãî, îíî êîíå÷íî. Ìû çíàåì îáùåå ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè ñîáûòèÿ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå; ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ èì, íàì íåîáõî-
äèìî ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà çàäàòü åãî âåðîÿòíîñòü.

Âîçüìåì êîíêðåòíûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä, ò. å. öåïî÷êó äëèíû n, ñîñòîÿùóþ èç
ñèìâîëîâ ¾Ó¿ è ¾Í¿, ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ¾Ó¿ âñòðå÷àåòñÿ â íåé k ðàç.
Èìåííî òàêèå èñõîäû ôîðìèðóþò èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå â çàäà÷å. Íàïðèìåð,
âîçüìåì òàêóþ öåïî÷êó: ω =<ÓÍÍ...Í>.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êàêîé äîëæíà áûòü âåðîÿòíîñòü òàêîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõî-
äà, ââåäåì n âñïîìîãàòåëüíûõ ñîáûòèé B1, B2, . . . , Bn, ïðè÷åì ìû èõ áóäåì ñòðîèòü,
ãëÿäÿ íà âûáðàííóþ íàìè êîíêðåòíóþ öåïî÷êó. Ïóñòü B1 ñîñòîèò èç öåïî÷åê, ó êîòî-
ðûõ íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ¾Ó¿, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ìîæåò ñòîÿòü ÷òî óãîäíî, B2

ñîñòîèò èç öåïî÷åê, ó êîòîðûõ íà âòîðîì ìåñòå ñòîèò ¾Í¿, B3 � èç öåïî÷åê, ó êîòî-
ðûõ íà òðåòüåì ìåñòå ñòîèò ¾Í¿, è ò. ä. � âñå, êàê ó âûáðàííîãî íàìè ýëåìåíòàðíîãî
èñõîäà ω.

Ââåäåííûå ñîáûòèÿ äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûìè â íàøåé ìîäåëè, ïîòîìó, ÷òî îíè
íåçàâèñèìû ïî óñëîâèþ ýêñïåðèìåíòà, òàê êàê B1 îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ïåðâîìó èñïû-
òàíèþ, B2 � òîëüêî êî âòîðîìó è ò. ä., à ðàçíûå èñïûòàíèÿ íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà.

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé ìîäåëè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

P(B1B2 . . . Bn) = P(B1)P(B2) . . .P(Bn).

Íî, ñëåäóÿ ïîñòðîåíèþ, ñîáûòèå B1B2 . . . Bn ñîñòîèò èç îäíîãî åäèíñòâåííîãî ýëå-
ìåíòàðíîãî èñõîäà ω =<ÓÍÍ...Í>. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

P(B1) = p, P(B2) = 1− p, P(B3) = 1− p

è ò. ä. Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà ω äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

P(ω) = P(B1) . . .P(Bn) = pkqn−k,

ãäå q = 1− p, k � ÷èñëî óñïåõîâ.
Çàäàâ âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ìû çàâåðøèëè ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñò-

íîé ìîäåëè. Îíà è íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Áåðíóëëè.
ßñíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå èñõîäû áóäóò ðàâíîâåðîÿòíûìè òîëüêî ïðè p = q = 1/2.

Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ýëåìåíòàðíûé èñõîä áóäåò èìåòü âåðîÿòíîñòü 1/2n, è òîëüêî
â ýòîì ñëó÷àå ìû âïðàâå èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî óñïåõîâ áóäåò ðîâíî k â n èñïûòàíèÿõ, ìû
äîëæíû ïðîñóììèðîâàòü âåðîÿòíîñòè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ó êîòîðûõ óñïåõ
âñòðå÷àåòñÿ k ðàç, à òàêèõ èñõîäîâ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, Ck

n. Ïîýòîìó

P(Sn = k) = pkqn−k + pkqn−k + . . .+ pkqn−k = Ck
np

kqn−k.
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Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë {Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì (ïîñêîëüêó (p + q)n = 1 =

∑n
k=0C

k
np

kqn−k � ðàçëîæåíèå ïî áèíîìó
Íüþòîíà).

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà âûÿñíèì, ïðè êàêîì k âåðîÿòíîñòü P(Sn = k)
ìàêñèìàëüíà. Äëÿ ýòèõ öåëåé ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

αk =
P(Sn = k + 1)

P(Sn = k)

è âûÿñíèì, ïðè êàêèõ k èìååò ìåñòî αk ≥ 1 (ýòî áóäåò îçíà÷àòü íåóáûâàíèåP(Sn = k)
ïðè âîçðàñòàíèè k) è ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k âûïîëíÿåòñÿ αk ≤ 1, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò íåâîçðàñòàíèþ âåðîÿòíîñòåé. Íà ýòîì ïóòè è îòûùåì òî÷êó ìàêñèìóìà. Èòàê,
çàïèøåì íåðàâåíñòâî

αk =
Ck+1

n pk+1qn−k−1

Ck
np

kqn−k
=

(n− k)p

(k + 1)q
≥ 1,

÷òî ýêâèâàëåíòíî np− q ≥ k(p+ q) = k. Òàêèì îáðàçîì, åñëè k ≤ np− q, òî

P(Sn = k + 1) ≥ P(Sn = k),

ò. å. âåðîÿòíîñòè âîçðàñòàþò (âåðíåå, íå óáûâàþò), è, íàîáîðîò, ïðè k ≥ np− q âåðî-
ÿòíîñòè íå âîçðàñòàþò. Ïîñêîëüêó ÷èñëî np− q íå îáÿçàíî áûòü öåëûì, òî íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ P(Sn = k) áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè
k = [np− q] + 1 = [(n+ 1)p].

1.7 Ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà â ñõåìå Áåðíóëëè

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè. Ìû çíàåì òî÷íûå
ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà

P(a ≤ Sn ≤ b) =
b∑

k=a

Ck
np

k(1− p)n−k.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ïðèìåíåíèå òî÷íûõ ôîðìóë çàòðóä-
íèòåëüíî èç-çà òîãî, ÷òî n î÷åíü âåëèêî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëàìè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ, åñëè âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ïðå-
íåáðåæèìî ìàëà ïðè áîëüøèõ n. Îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèáëèæåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ
òåîðåìîé Ïóàññîíà, êîòîðîé ïîëüçóþòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåõà p
î÷åíü ìàëà, ò. å. óñïåõ ïîÿâëÿåòñÿ â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè êðàéíå ðåäêî.

Òåîðåìà Ïóàññîíà. Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè n→∞ è ïðè ýòîì p = p(n) → 0
òàê, ÷òî np(n) → λ, ãäå λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
k = 0, 1, 2, . . . , n

P(Sn = k) = Ck
n p

k(1− p)n−k → λk

k !
e−λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì λn = np(n), òîãäà p = λn/n è

Ck
n p

k(1− p)n−k =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k !

(
λn

n

)k (
1− λn

n

)n−k

=

=
n

n

n− 1

n
. . .

n− k + 1

n

λk
n

k !

(
1− λn

n

)n (
1− λn

n

)−k

.

21



Âûÿñíèì, ê ÷åìó ñòðåìÿòñÿ îòäåëüíûå âûðàæåíèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè.

n

n

n− 1

n
. . .

n− k + 1

n
=

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
→ 1,

ïîñêîëüêó êàæäûé ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, à èõ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïî
óñëîâèþ λk

n → λk. Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì â îêðåñòíîñòè íóëÿ
ln(1− x) = −x+ o(x), ïîëó÷èì

ln

(
1− λn

n

)n

= n ln

(
1− λn

n

)
= n

(
−λn

n
+ o

(
λn

n

))
= −λn + o(1) → −λ,

ò. å. (
1− λn

n

)n

→ e−λ.

È íàêîíåö, (
1− λn

n

)−k

→ 1,

â ñèëó òîãî ÷òî λn/n→ 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ýòà òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó

ïðè n→∞ è np→ λ

P(Sn = k) → λk

k !
e−λ

è îäíîâðåìåííî
(np)k

k !
e−np → λk

k !
e−λ,

òî

P(Sn = k) ' (np)k

k !
e−np.

Ýòèì ïðèáëèæåíèåì îáû÷íî è ïîëüçóþòñÿ. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà
ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî k ôèêñèðîâàíî, ñóììà ëåâûõ ÷àñòåé ïî ëþáîìó ìíîæåñòâó
èíäåêñîâ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñóììîé ïðàâûõ ÷àñòåé ïî òîìó æå ìíîæåñòâó
èíäåêñîâ. Òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé îöåíêîé.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ {0, 1, 2, . . . , n}∣∣∣∣P(Sn ∈ A)−
∑
k∈A

(np)k

k!
e−np

∣∣∣∣ ≤ np2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî ïîçæå.

Ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòåé âèäà

{
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

}
, ãäå λ > 0 � ôèêñèðîâàí-

íîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Çäåñü, î÷åâèäíî,
∑∞

k=0
λk

k!
e−λ = 1.

ßñíî, ÷òî äàííîå ïðèáëèæåíèå îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü â ñõåìå Áåðíóëëè ñ
íàñòîëüêî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, ÷òîáû è ÷èñëî np2 òàêæå áûëî ìàëûì.

Ïðèìåð. Èìååòñÿ ïðîèçâîäñòâî ñïè÷åê. Êàæäàÿ ñïè÷êà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.015 ÿâëÿåòñÿ áðàêîâàííîé è ïðè óïîòðåáëåíèè íå âîçãîðàåòñÿ. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ñòàíäàðòà ñïè÷êè äîëæíû ðàñôàñîâûâàòüñÿ â êîðîáêè ïî
100 øòóê â êàæäóþ. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì â êàæäîé êîðîáêå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ãîäíûõ ñïè÷åê îêàæåòñÿ ìåíüøå 100. ×òîáû èçáåæàòü ïðåòåíçèé ñî ñòîðîíû ïîòðå-
áèòåëåé, ðóêîâîäñòâî ðåøàåò êëàñòü â êàæäóþ êîðîáêó äîáàâî÷íî íåêîòîðîå ÷èñëî
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x ñïè÷åê òàê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0.95 ãîäíûõ ñïè÷åê òàì îêàçàëîñü íå
ìåíåå 100.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî x ñïè÷åê íóæíî äëÿ ýòîãî ïîëîæèòü â êîðîáêó?
Ìû èìååì çäåñü ñõåìó Áåðíóëëè ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé n = 100+x è âåðîÿòíîñòüþ

óñïåõà 0.015. Îáîçíà÷èì ÷èñëî áðàêîâàííûõ ñïè÷åê Sn. Òîãäà ãîäíûõ ñïè÷åê áóäåò
â êîðîáêå íå ìåíåå 100, åñëè Sn ≤ x. Èç ïðèâåäåííîé âûøå îöåíêè çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà äàåò â íàøåì ñëó÷àå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü.
Ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî np = (100 + x)0.015 ' 1.5, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

P(Sn ≤ x) =
x∑

k=0

P(Sn = k) ' e−1.5

(
1 + 1.5 +

1.52

2
+ . . .+

1.5x

x !

)
.

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà âåðîÿòíîñòü áûëà íå ìåíåå 0.95. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü x = 4 â ïðàâîé ÷àñòè.

1.8 Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì áèíîìèàëüíîãî. Ïóñòü ïðî-
èçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò çàâåðøèòüñÿ îäíèì
èç èñõîäîâA1, A2, . . . , Ak ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pk ñîîòâåòñòâåííî, p1+. . .+pk = 1.
Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå ñõåìû Áåðíóëëè èìååì k = 2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
n èñïûòàíèÿõ èñõîä A1 ïðîèçîéäåò n1 ðàç , èñõîä A2 � n2 ðàç , è ò. ä., èñõîä Ak

ïðîèçîéäåò nk ðàç ?
Â ýòîé çàäà÷å ýëåìåíòàðíûé èñõîä ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê

óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà Ai1Ai2 . . . Ain , ãäå 1 ≤ ij ≤ k. Âñåãî â ïðî-
ñòðàíñòâå kn èñõîäîâ. Êàæäîìó áëàãîïðèÿòíîìó èñõîäó ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòü
pn1

1 . . . pnk
k , âñåãî òàêèõ èñõîäîâ

Cn1
n Cn2

n−n1
. . . Cnk

nk
=

n!

n1! . . . nk!
.

Ïîëó÷àåì â èòîãå, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

n!

n1! . . . nk!
pn1

1 . . . pnk
k .

Ñîâîêóïíîñòü âåðîÿòíîñòåé òàêîãî âèäà, ãäå ni ≥ 0 è n1 + . . .+nk = n, íàçûâàåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îáîáùåíèåì áèíîìà Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ ôîðìóëà

(x1 + . . .+ xk)
n =

∑
n1≥0,...,nk≥0

n1+...+nk=n

n!

n1! . . . nk!
xn1

1 . . . xnk
k .

1.9 Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü A � ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòüþ êîòîðîãî ìû èíòåðåñóåìñÿ. Îíî ìîæåò ïðî-
èçîéòè â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî ýêñïåðèìåíòà; ìû íå çíàåì òî÷íî, êàê ýêñïåðèìåíò
çàâåðøèëñÿ, îäíàêî îïðåäåëåííîé èíôîðìàöèåé óæå ðàñïîëàãàåì: íàì ñîîáùèëè, ÷òî
íåêîòîðîå äðóãîå ñîáûòèå B óæå ïðîèçîøëî.
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Êàêîâà æå òåïåðü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A?
ßñíî, ÷òî çíàíèå òîãî, ÷òî B ïðîèçîøëî, ìîæåò ñèëüíî ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò.

Íàïðèìåð, ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëà øåñòåðêà
(ñîáûòèå A), ðàâíà 1/6. Îäíàêî åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî
î÷êîâ (ñîáûòèå B), òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî øåñòåðêà âûïàäàåò óæå ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/3.

Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ (èëè: âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëî-

âèè, ÷òî B ïðîèçîøëî) íàçûâàåòñÿ

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
.

Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó ñ èãðàëüíîé êîñòüþ. Èìååì çäåñü

A = {6}, B = {2, 4, 6}, AB = {6},

P(A/B) =
1/ 6

1/ 2
=

1

3
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàøèì èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé â ñâÿçè ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì.
1. Ïîñêîëüêó P(B) ñòîèò â çíàìåíàòåëå, òî íåîáõîäèìî âñåãäà òðåáîâàòü, ÷òîáû

P(B) > 0. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íå ââîäèòñÿ, åñëè P(B) = 0.
2. Åñëè P(B) > 0, òî íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé A è B ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ P(A) =

P(A/B) � ýòî î÷åâèäíî. Â îáùåì, òàê îíî è äîëæíî áûòü: ñîáûòèå B (óñëîâèå) íèêàê
íå äîëæíî âëèÿòü íà A, åñëè A è B íåçàâèñèìû.

3. Åñëè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ñîáûòèå B óæå ïðîèçîøëî, òî íè îäèí èç ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ èç äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà B̄ óæå ðåàëèçîâàòüñÿ íå ìîæåò.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà ñóæàåòñÿ äî ðàçìå-
ðîâ ìíîæåñòâà B. Îòðàæåíèåì ýòîãî ôàêòà è ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ P(A/B). Â íåé
ìíîæèòåëü 1/P(B) âûïîëíÿåò íîðìèðóþùóþ ðîëü: ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü âñåõ âîç-
ìîæíûõ òåïåðü èñõîäîâ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. À èñïîëüçîâàíèå â ÷èñëèòåëå
âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ A è B ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî èç ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â A, ïðîèçîéòè òåïåðü ìîãóò òîëüêî òå, êîòîðûå âõîäÿò îäíîâðå-
ìåííî è â B.

Ñêàçàííîå ìîæíî ïðîñëåäèòü íà ïðèìåðå áðîñàíèÿ íàóãàä òî÷êè, ñêàæåì, â êâàä-
ðàò Ω. Ïóñòü λ(A) � ïëîùàäü ìíîæåñòâà A ⊂ Ω. Òîãäà

P(A) =
λ(A)

λ(Ω)

� îòíîøåíèå ïëîùàäåé. Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
=
λ(AB)/λ(Ω)

λ(B)/λ(Ω)
=
λ(AB)

λ(B)
,

ýòî òîæå îòíîøåíèå ïëîùàäåé, íî òîëüêî ðîëü âñåãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäîâ âûïîëíÿåò
ñîáûòèå B.
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1.10 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà-
ðÿäó ñ A åñòü íåêèé íàáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ñîáûòèé H1, H2, . . . , Hn, êîòîðûå ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ãèïîòåçàìè è êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì òðåáîâàíèÿì.

1) HiHj = ∅ (i 6= j);

2) A ⊂
n⋃

i=1

Hi.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P(A) =
n∑

i=1

P(A/Hi)P(Hi).

Äîêàçàòåëüñòâî.

P(A) = P

(
A ∩

n⋃
i=1

Hi

)
= P

(
n⋃

i=1

AHi

)
=

n∑
i=1

P(AHi).

Ïîñêîëüêó P(A/Hi) = P(AHi)/P(Hi) (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî P(Hi) > 0, íåò ñìûñëà èñ-
ïîëüçîâàòü ãèïîòåçû ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ), òî îñòàåòñÿ âûðàçèòü îòñþäà P(AHi)
è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó.

×èñëî èñïîëüçóåìûõ ãèïîòåç ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì � ýòî íè÷åìó íå ïðîòè-
âîðå÷èò.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îáû÷íî áûâàåò ïîëåçíà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïî-
ñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè P(A) çàòðóäíèòåëüíî, îäíàêî ëåã÷å ýòî ñäå-
ëàòü ïðè âûïîëíåíèè òåõ èëè èíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé (ãèïîòåç). Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ âåëè÷èí P(A/Hi). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïåðåáèðàòü âñå âîç-
ìîæíûå ãèïîòåçû â äàííîé ñèòóàöèè, îíè äîëæíû áûòü âçàèìíî èñêëþ÷àþùèìè.
Ïîñëå ÷åãî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P(A) íàõîäèòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óæå íàé-
äåííûõ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð. Íà ïðåäïðèÿòèè ðàáîòàåò n ðàáî÷èõ, êîòîðûå äåëàþò îäèíàêîâûå èçäå-
ëèÿ. Çà ñìåíó ïåðâûé èçãîòîâèë k1 èçäåëèé, âòîðîé � k2, . . . , n-é ðàáî÷èé èçãîòîâèë
kn èçäåëèé. Îáîçíà÷èì k = k1 + k2 + . . . + kn � îáùåå êîëè÷åñòâî èçäåëèé, èçãîòîâ-
ëåííûõ çà ñìåíó.

Èçâåñòíî, ÷òî èçäåëèå, èçãîòîâëåííîå ïåðâûì ðàáî÷èì, ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 îêà-
çûâàåòñÿ áðàêîâàííûì, äëÿ âòîðîãî ðàáî÷åãî âåðîÿòíîñòü áðàêà ðàâíà p2 è ò. ä.
Â êîíöå ñìåíû âñå èçäåëèÿ ññûïàëè â îäèí áóíêåð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî íàóãàä
âûáðàííîå èç áóíêåðà èçäåëèå îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòüþ êîòîðîãî ìû èíòåðåñóåìñÿ. Çàäà÷à
áûëà áû òðèâèàëüíîé, åñëè áû ìû çíàëè, êåì âûáðàííîå èçäåëèå èçãîòîâëåíî. À òàê
êàê ìû íå çíàåì, òî ñòðîèì îáëåã÷àþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ (ãèïîòåçû). Ïóñòü ñîáûòèå
Hi îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííîå íàìè èçäåëèå èçãîòîâëåíî i-ì ðàáî÷èì, i = 1, 2, . . . , n.
ßñíî, ÷òî ëþáîå ñîáûòèå èç H1, H2, . . . , Hn èñêëþ÷àåò äðóãèå. Êðîìå òîãî,

n⋃
i=1

Hi = Ω ⊃ A.

Òåì ñàìûì âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ãèïîòåçàì. Ñ ïîìîùüþ
êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàõîäèì

P(Hi) =
C1

ki

C1
k

=
ki

k
.
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Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî èçäåëèå èçãîòîâëåíî i-ì ðàáî÷èì, òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ áðàêîâàííûì, ðàâíà P(A/Hi) = pi ïî óñëîâèþ çàäà÷è. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì
ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P(A) =
n∑

i=1

pi
ki

k
.

1.11 Ôîðìóëà Áàéåñà

Ôîðìóëà Áàéåñà èñïîëüçóåòñÿ â òîé æå ñèòóàöèè, ÷òî è ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíî-
ñòè, ò. å. åñëè èìååòñÿ ñîáûòèå A è íàáîð ãèïîòåç H1, H2, . . . , Hn, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óêàçàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì.

Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P(H1), P(H2), . . . , P(Hn) ïðèíÿòî íàçûâàòü àïðèîðíûìè,
ò. å. èçíà÷àëüíûìè, äîîïûòíûìè. Åñëè æå ñîáûòèå A óæå ïðîèçîøëî, òî óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P(H1/A), P(H2/A), . . . , P(Hn/A) ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò
àïðèîðíûõ è íàçûâàþòñÿ àïîñòåðèîðíûìè, ò. å. ïîñëåîïûòíûìè, ó÷èòûâàþùèìè
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé áûâàåò ïîëåçíî íàõîäèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿò-
íîñòè ãèïîòåç, è äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áàéåñà. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n

P(Hi/A) =
P(A/Hi)P(Hi)∑n

j=1 P(A/Hj)P(Hj)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè

P(Hi/A) =
P(HiA)

P(A)
, P(HiA) = P(A/Hi)P(Hi)

è óæå ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ P(A).
Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âçÿòîå íàóãàä èçäåëèå

îêàçàëîñü áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî åãî èçãîòîâèë i�é ðàáî÷èé? Ïî
ôîðìóëå Áàéåñà ïîëó÷àåì

P(Hi/A) =
pi

ki

k∑n
j=1 pj

kj

k

.

2 Ðàñïðåäåëåíèÿ

2.1 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé èëè ýêñïåðèìåíòîâ íàñ èíòåðåñóåò, êàê
ïðàâèëî, íå ñàì ðåàëèçîâàâøèéñÿ èñõîä, à òà èëè èíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ýòîãî èñõîäà. Íàïðèìåð, â ñõåìå Áåðíóëëè íàì íå òàê óæ âàæíî áûëî, êàêàÿ öåïî÷-
êà ñèìâîëîâ ðåàëèçîâàëàñü, èíòåðåñ âûçûâàëî òîëüêî ÷èñëî óñïåõîâ â ýòîé öåïî÷êå.
Òî÷íî òàê æå ïðè ñòðåëüáå ïî ïëîñêîé ìèøåíè ìû íå èíòåðåñóåìñÿ òî÷íûìè êîîð-
äèíàòàìè öåíòðà ïðîáîèíû. Äëÿ íàñ âàæíî, ñêîëüêî î÷êîâ ìû âûáèëè ïðè ñòðåëüáå.

Ýòî íàâîäèò íà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî < Ω,S,P >.
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Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîéX íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ, çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â
R (çíà÷åíèÿ ±∞ èñêëþ÷àþòñÿ). Èçìåðèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî X−1(B) ∈ S äëÿ âñÿêîãî
áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B(R).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî
X(ω) ∈ R. Íàïðèìåð, ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, êîòîðîå ìû îáîçíà-
÷àëè Sn, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé. Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå (â äàííîì ñëó÷àå Ω), íå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ðàçâèòî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ îãðàíè÷èâàþòñÿ
èçó÷åíèåì íå ñàìèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à èõ ðàñïðåäåëåíèé.

Êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîðîæäàåò íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
B(R) âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó

PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B} = P(X−1(B)).

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PX íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü êðàòêóþ çàïèñü:

P{ω : X(ω) ∈ B} = P(X ∈ B).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

FX(y) = P(ω : X(ω) < y) = P(X < y), −∞ < y <∞.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
1. 0 6 FX(y) 6 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y. Ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
2. Åñëè y1 < y2, òî FX(y1) 6 FX(y2), ò. å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî íå

óáûâàåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñîáûòèÿ A1 = {X < y1}, A2 = {X < y2}, òîãäà

A1 ⊂ A2, ïîýòîìó FX(y1) = P(A1) 6 P(A2) = FX(y2).
3. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

y→−∞
FX(y) = 0 è lim

y→∞
FX(y) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè è îãðàíè÷åí-
íîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. ×òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ, äîñòàòî÷íî âìåñòî
íåïðåðûâíî ìåíÿþùåéñÿ ïåðåìåííîé y ðàññìîòðåòü êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü yk → −∞ â ïåðâîì ñëó÷àå è yk →∞ âî âòîðîì.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}, ìîíîòîííî óáûâàÿ, ñòðåìèòñÿ ê −∞ (íàïðèìåð,
ìîæíî âçÿòü yk = −k). Ââåäåì ñîáûòèÿ

Ak = {X < yk}, k = 1, 2, . . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì

lim
k→∞

FX(yk) = lim
k →∞

P(Ak) = P

(
∞⋂

k=1

Ak

)
?
=P(∅) = 0.

Ðàâåíñòâî, ïîìå÷åííîå âîïðîñîì, òðåáóåò êîììåíòàðèåâ. Äîêàæåì, ÷òî óêàçàí-
íîå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ïóñòî. Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ
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áû îäèí ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω ∈
⋂
Ak . Ïîñêîëüêó X(ω)�êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ñó-

ùåñòâóåò èíäåêñ k0 òàêîé, ÷òî yk0 < X(ω), ò. å. ω 6∈ Ak0 , à çíà÷èò, ω 6∈
⋂
Ak, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷èñåë yk, ìîíîòîííî ñòðåìÿùóþñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (íàïðèìåð, yk = k),
è ââåäåì ñîáûòèÿ Ak = {X < yk}, k = 1, 2, . . .. Î÷åâèäíî, A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ; è îïÿòü â
ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

lim
k→∞

F (yk) = lim
k→∞

P(Ak) = P

(
∞⋃

k=1

Ak

)
= P(Ω) = 1.

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó çäåñü
∞⋃

k=1

Ak = Ω. Âêëþ÷åíèå
⋃
Ak ⊂ Ω. î÷åâèäíî. Îáðàòíî: ïóñòü

ω ∈ Ω, âû÷èñëèì X(ω)� ýòî íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ èíäåêñ k0

òàêîé, ÷òî yk0 > X(ω), ò. å. ω ∈ Ak0 ⊂
∞⋃

k=1

Ak.

Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà óæå ïîçâîëÿþò â îáùèõ ÷åðòàõ ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê
âûãëÿäÿò ãðàôèêè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàñïîëàãàÿñü ïîëíîñòüþ â ïîëîñå
0 ≤ y ≤ 1 íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷åê (x, y), êðèâûå ÿâëÿþò ñîáîé íåóáû-
âàþùèå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ïóòü ïî âåðòèêàëè îò 0 äî 1 ïðè âîçðàñòàíèè
àðãóìåíòà îò −∞ äî +∞.

Îäíàêî ïóòü ýòîò íå îáÿçàí áûòü íåïðåðûâíûì: âîçìîæíû ñêà÷êè. Íàïðèìåð,
ãðàôèê ìîæåò áûòü òàêèì.

-

6

0
y

FX(y)

y0

1

b

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷åìó ðàâíî çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå ðàçðûâà,
êîëü ñêîðî îí èìååò ìåñòî? Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì ñâîéñòâå.

4. Äëÿ ëþáîãî y èìååò ìåñòî FX(y − 0) = FX(y), ò. å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âñåãäà íåïðåðûâíà ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàåì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {yk}, ñõî-
äÿùóþñÿ ñëåâà ê y (íàïðèìåð, yk = y − 1

k
). Ââåäåì ñîáûòèÿ Ak = {X < yk},

k = 1, 2, . . . . Çäåñü, î÷åâèäíî, A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , çíà÷èò,

FX(y − 0) = lim
k→∞

FX(yk) = lim
k→∞

P(Ak) = P(
∞⋃

k=1

Ak)
?
=P(X < y) = FX(y).

Ïîÿñíèì ðàâåíñòâî, îòìå÷åííîå âîïðîñîì.
Ïóñòü ω ∈

⋃
Ak, òîãäà ñóùåñòâóåò èíäåêñ k0 òàêîé, ÷òî ω ∈ Ak0 , ò. å.

X(ω) < yk0 < y.
Â äðóãóþ ñòîðîíó: ïóñòü ω òàêîâî, ÷òî X(ω) < y, òîãäà ñóùåñòâóåò èíäåêñ k0

òàêîé, ÷òî X(ω) < yk0 , ò. å. ω ∈ Ak0 ⊂
⋃
Ak.

Îòìåòèì åùå îäíî (äîïîëíèòåëüíîå) ñâîéñòâî: ìû äîêàçàëè, ÷òî

FX(y − 0) = P(X < y);
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îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
FX(y + 0) = P(X 6 y).

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü áû âíîâü
(â ÷åòâåðòûé ðàç!) ïîñòðîèòü íóæíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê è âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè. Îòìåòèì òîëüêî îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå
ýòèõ ôàêòîâ. Èç àääèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

P(X 6 y) = P(X < y) + P(X = y),

îòêóäà
P(X = y) = P(X 6 y)−P(X < y) = FX(y + 0)− FX(y − 0),

÷òî ðàâíî âåëè÷èíå ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå y.
Òàêèì îáðàçîì, P(X = y) = 0 äëÿ âñåõ òî÷åê y, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íåïðåðûâíà. Äàëåå, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a < b ìîæíî
çàïèñàòü {X < b} = {X < a} ∪ {a ≤ X < b}, îòêóäà ñëåäóåò

P(X < b) = P(X < a) + P(a ≤ X < b),

ïîýòîìó
P(a ≤ X < b) = P(X < b)−P(X < a) = FX(b)− FX(a).

Òî÷íî òàê æå

P(a ≤ X ≤ b) = P(X ≤ b)−P(X < a) = FX(b+ 0)− FX(a);

P(a < X ≤ b) = P(X ≤ b)−P(X ≤ a) = FX(b+ 0)− FX(a+ 0);

P(a < X < b) = P(X < b)−P(X ≤ a) = FX(b)− FX(a+ 0).

Ñâîéñòâà 2�4, äîêàçàííûå íàìè, ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ F , èìè îáëàäàþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ êàêîé-òî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ïîäõîäÿùåì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, õîòÿ åãî èäåÿ ïðî-
ñòà. Íóæíî âçÿòü Ω = R, S = B(R), è ïîëîæèòü P([a, b)) = F (b) − F (a). Ââåäåííàÿ
òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ P îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè íà àëãåáðå
ìíîæåñòâ, ñîñòàâëåííûõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóèíòåðâàëîâ � ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ 2-4. Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè ýòà ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì íà σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B(R).

Ïîñëå òîãî êàê ïîñòðîèëè âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó X(ω) ≡ ω. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è áóäåò ÿâëÿòüñÿ
F .

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî çàäàíèåì íà âñåâîç-
ìîæíûõ ïðîìåæóòêàõ, à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü âñåãî îäíó ôóíêöèþ � ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì òåðìèíû ¾ðàñïðåäåëåíèå¿
è ¾ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ¿ (à òàêæå ¾çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ¿) èíîãäà èñïîëüçóþòñÿ
êàê ñèíîíèìû.

2.2 Òèïû ðàñïðåäåëåíèé. Ïðèìåðû
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Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë y1, y2, y3, . . . òàêàÿ, ÷òî

∞∑
k=1

P(X = yk) = 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íîé.

Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå óäîáíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû. Îáîçíà÷èì

pk = P(X = yk), k = 1, 2, . . . ,

òîãäà ïðèâåäåííàÿ íèæå òàáëèöà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå.

Çíà÷åíèÿ y1 y2 y3 . . .
Âåðîÿòíîñòè p1 p2 p3 . . .

Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë ëåãêî
íàõîäÿòñÿ ñóììèðîâàíèåì ýëåìåíòîâ òàáëèöû:

P(a < X < b) =
∑

k: a<yk<b

pk.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y1, y2, y3, . . . ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ
âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ïðèìåðíî òàê:

-

6

0
y

FX(y)
1

y1 y2 y3 . . .

p1

p1 + p2

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y < y1, òî FX(y) = P(X < y) = 0; åñëè y1 < y < y2, òî
FX(y) = P(X < y) = P(X = y1) = p1, è ò. ä.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïèñàòü X ⊂= F , åñëè X èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F.
Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ia : X ⊂= Ia, åñëè P(X = a) = 1.

-

6

0
y

FX(y)
1

a
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2. Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp : X ⊂= Bp, åñëè P(X = 1) = p, P(X = 0) =
1− p, 0 < p < 1.

-

6

0 1
y

FX(y)

1

1− p

3. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bn,p : X ⊂= Bn,p, åñëè P(X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k,
k = 0, 1, . . . , n (â ÷àñòíîñòè, B1,p = Bp).

-
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0
y

FX(y)

1 2 . . .

1

n

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê ìû óæå âèäåëè, âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè
ñõåìû Áåðíóëëè � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ.

4. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Πλ : X ⊂= Πλ, åñëè P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . ;

λ > 0.

-
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y

FX(y)

1 2 . . .

1

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè ÷èñëà êëèåíòîâ, ïî-
ñòóïèâøèõ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ, ÷èñëà ÷àñòèö,
çàðåãèñòðèðîâàííûõ ïðèáîðîì, ÷èñëà îñîáåé áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè è ò. ä.

5. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Gp : X ⊂= Gp, åñëè P(X = k) = (1− p) pk−1,
k = 1, 2, 3, . . ., 0 < p < 1.

-
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y

FX(y)

1 2 . . .

1
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Åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè ïðîèçâîäèòü èñïûòàíèÿ äî ïåðâîãî ïîëó÷åíèÿ íåóñïåõà
âêëþ÷èòåëüíî, òî êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî èñïûòàíèé áóäåò ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ è â äðóãîì âàðèàíòå:
P(X = k) = (1− p) pk, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Äàëåå ðàññìîòðèì äðóãîé òèï ðàñïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(y) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ y

FX(y) =

y∫
−∞

f(t) dt;

ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ôóíêöèÿ f(t) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïëîòíîñòü îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X, åå òàêæå
ñíàáæàþò èíäåêñîì f(t) = fX(t).

Òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, íåæåëè ïðîñòî
íåïðåðûâíîñòü. Èç îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
òåêàåò, ÷òî FX(y) ïî÷òè âñþäó èìååò ïðîèçâîäíóþ (â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíàÿ
ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, õîòÿ íåïðåðûâíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ åñòü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè, òî ïëîòíîñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíà ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

fX(t) =
dFX(t)

dt
è ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò.

Ïîñêîëüêó àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå èìååò ñêà÷êîâ, òî
P(X = y) = 0 äëÿ ëþáîãî y è ñîâïàäàþò, ê ïðèìåðó, âåðîÿòíîñòè P(X ∈ [a, b]) è
P(X ∈ (a, b)), a < b.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè
1) fX(t) ≥ 0 � êàê ïðîèçâîäíàÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèè;

2)
∞∫

−∞
fX(t) dt = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî äîñòàòî÷íî óñòðåìèòü y → ∞ â îïðåäåëåíèè àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(t), îáëàäàþùàÿ ýòèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè, ìîæåò áûòü ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ïëîòíîñòåé. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a < b

P(a ≤ X < b) = FX(b)− FX(a) =

b∫
−∞

fX(t) dt−
a∫

−∞

fX(t) dt =

b∫
a

fX(t) dt.

-
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Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïëî-
ùàäü ïîä ãðàôèêîì êîòîðîé ðàâíà åäèíèöå. Åñëè âîîáðàçèòü îïÿòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü
� ýòî ìàññà, òî ñóììàðíàÿ ìàññà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà åäèíèöå. Ýòè
çíà÷åíèÿ ðàçáðîñàíû (èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, ðàçìàçàíû) ïî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è
ãðàôèê ïëîòíîñòè ïîêàçûâàåò íàì òîëùèíó ïîëó÷èâøåãîñÿ ¾áóòåðáðîäà¿. Âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîïàäàþò â ïðîìåæóòîê [a, b], ðàâíà
ïëîùàäè ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îòðåçîê [a, b]. Â íàøåé èíòåð-
ïðåòàöèè äàííàÿ âåðîÿòíîñòü � ýòî ìàññà ¾áóòåðáðîäà¿ ñ îñíîâàíèåì [a, b].

Âîîáùå, åñëè ìíîæåñòâî B ⊂ R äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íåìó,
òî

P(X ∈ B) =

∫
B

fX(t) dt.

Ïðèìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Çäåñü ìû èñïîëüçóåì çàãëàâíûå áóêâû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå áóêâû � äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé.

1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]. Åãî ïëîòíîñòü ðàâíà

ua,b(t) =


1

b− a
, t ∈ [a, b],

0, èíà÷å.

,
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0
t

ua,b(t)

a b

ßñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàñïîëàãàþòñÿ íà
îòðåçêå [a, b] è ðàâíîìåðíî òàì ðàçáðîñàíû; âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëþáîé ïðîìå-
æóòîê [c, d] ⊂ [a, b] ðàâíà îòíîøåíèþ äëèí

P(X ∈ [c, d]) =

∫ d

c

1

b− a
dt =

d− c

b− a
,

÷òî óæå âñòðå÷àëîñü íàì â çàäà÷àõ íà ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.
Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì ôîðìóëó

Ua,b(y) =


0, y ≤ a,

y − a

b− a
, y ∈ [a, b],

1, y > b.
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1

y

Ua,b(y)

a b
�

���
���

��

33



Êàê âèäèì, â äâóõ òî÷êàõ ýòà ôóíêöèÿ ïðîèçâîäíîé íå èìååò.
2. Íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå) ðàñïðåäåëåíèå Φα,σ2 . Ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ϕα,σ2(t) =
1

σ
√

2π
e−(t−α)2/2σ2

, −∞ < t <∞.

Çäåñü α � ïàðàìåòð ñäâèãà, −∞ < α <∞, äðóãîé ïàðàìåòð σ2 > 0 îòâå÷àåò çà óãîë
ðàçâàëà âåòâåé ãðàôèêà ïëîòíîñòè è çà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè.
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0 t

ϕα,σ2(t)

α

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (ê ñîæàëåíèþ, èíòåãðàë íå áåðåòñÿ
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ)

Φα,σ2(y) =
1

σ
√

2π

y∫
−∞

e−
(t−α)2

2σ2 dt.
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0
y

Φα,σ2(y)

1
2

α

Åñëè α = 0, σ2 = 1, òî ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1

ñ ïëîòíîñòüþ

ϕ0,1(t) =
1

√
2π

e−t2/2

è ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Φ0,1(y) =
1

√
2π

y∫
−∞

e−t2/2 dt.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èìååò öåíòð ñèììåòðèè � òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0, 1/2),
Φ0,1(y) = 1−Φ0,1(−y). Ôóíêöèÿ Φ0,1(y) î÷åíü áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè y → −∞
(è ñîîòâåòñòâåííî òàê æå áûñòðî ê åäèíèöå ïðè y →∞):

Φ0,1(−3) = 0.00135; Φ0,1(−1.96) = 0.025; Φ0,1(−1.64) = 0.05.

Ýòè äàííûå âçÿòû èç òàáëèö ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûìè
ñíàáæåíû ïî÷òè âñå ïîñîáèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
ââèäó âàæíîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðèëîæåíèé. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ⊂= Φ0,1 ðàçáðîñàíû ïî âñåé ïðÿìîé, âèäíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.9973 îíè ïîïàäàþò â èíòåðâàë (-3,3).
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Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè X ⊂= Φα,σ2 , òî Y = (X − α)/σ ⊂= Φ0,1. Çíà÷èò,
P(|Y | < 3) = 0.9973, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

P(|X − α| < 3σ) = 0.9973.

Ïîñëåäíåå èçâåñòíî êàê ïðàâèëî òðåõ ñèãì.
Íàñêîëüêî âàæíî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïðèëîæåíèé, ñòàíåò ÿñíî ïîç-

æå, êîãäà áóäåò èçó÷åíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì,
÷òî î÷åíü ÷àñòî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò áëèçêî ê íîðìàëüíîìó,
åñëè îíà ñôîðìèðîâàëàñü â ðåçóëüòàòå íàêîïëåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà áîëåå ¾ìåëêèõ¿
ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ.

3. Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå Eα. Ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

eα(t) =

{
α e−αt, t > 0,

0, t ≤ 0.

Çäåñü α > 0 � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ.
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0 t

eα(t)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì:

Eα(y) =

{
0, y ≤ 0,

1− e−αy, y > 0.

-

6

0

1

y

Eα(y)

Ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûìè îêàçûâàþòñÿ äëèòåëüíîñòè òåëåôîííûõ ðàçãî-
âîðîâ, ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèõîäàìè êëèåíòîâ íà îá-
ñëóæèâàíèå (íàïðèìåð, êîðàáëåé â ïîðò èëè ïîêóïàòåëåé â ìàãàçèí), äëèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ, âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà è ìíîãîå äðóãîå.
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Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà îäíîì çàìå÷àòåëüíîì ñâîéñòâå ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü X �ïðîäîëæèòåëüíîñòü òåëåôîííîãî ðàçãîâîðà è ïóñòü
X ⊂= Eα, ò. å.

P(X ≥ t) = e−αt, t > 0.

Òåëåôîííûé ðàçãîâîð íà÷àëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 0 è, êîãäà â ìîìåíò âðåìåíè y ìû
ðåøèëè ïîäêëþ÷èòüñÿ ê íåìó (ñ íåáëàãîâèäíîé öåëüþ ïîäñëóøèâàíèÿ), îí âñå åùå
ïðîäîëæàëñÿ, òî åñòü X ≥ y. Êàêîâî áóäåò ðàñïðåäåëåíèå ó îñòàâøåéñÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè ðàçãîâîðà X − y? Îêàçûâàåòñÿ, â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê è ó âñåé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè X. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñòàâøàÿñÿ äëèòåëüíîñòü
ðàçãîâîðà áóäåò íå ìåíüøå t, ðàâíà

P(X − y ≥ t/X ≥ y) =
P(X ≥ y + t,X ≥ y)

P(X ≥ y)
=

P(X ≥ y + t)

P(X ≥ y)
=

=
e−α(y+t)

e−αy
= e−αt = P(X ≥ t), t > 0.

4. Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Γα,λ. Ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

γα,λ(t) =


αλ

Γ(λ)
tλ−1 e−αt, t > 0,

0, t ≤ 0.

Çäåñü ó÷àñòâóþò äâà ïàðàìåòðà α > 0, λ > 0. Íàïîìíèì, ÷òî

Γ(λ) =

∞∫
0

tλ−1 e−t dt

� èçâåñòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà; îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì Γ(λ+ 1) = λΓ(λ). Äëÿ
öåëûõ çíà÷åíèé λ = n èìååò ìåñòî ïî ýòîé ïðè÷èíå Γ(n+ 1) = n!.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ (ñì. ðèñóíîê). Ïðè λ < 1 ïëîòíîñòü íåîãðàíè÷åííà â
îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè λ = 1 ïîëó÷àåòñÿ ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(Γα,1 = Eα). Ïðè λ > 1 ãðàôèê ïëîòíîñòè èìååò îäíó âåðøèíó, êîòîðàÿ óäàëÿåòñÿ
âïðàâî ñ óâåëè÷åíèåì λ.
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0 t

γα,λ(t)
λ < 1

λ = 1 λ > 1

Ôóíêöèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Γα,λ(y) =

∫ y

0

γα,λ(t)dt

ïðè y > 0 è Γα,λ(y) = 0 ïðè y ≤ 0. Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ
íåîäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, åñëè λ öåëîå, è íå áåðåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ ïðè ïðî÷èõ λ.
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Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òåîðèè íàäåæíîñòè.

5. Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè K. Ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

k(t) =
1

π

1

1 + t2
, −∞ < t <∞.

-

6

0 t

k(t)

Ïî ñâîåìó âèäó ãðàôèê ïëîòíîñòè íàïîìèíàåò ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, òîëüêî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî ñòðåìëåíèå k(t) → 0 ïðè |t| → ∞
ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå. Èíòåãðèðóÿ ïëîòíîñòü, íàõîäèì ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:

K(y) =
1

π

y∫
−∞

1

1 + t2
dt =

1

2
+

1

π
arctg y.
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0 y

K(y)

1
2

Åñòü åùå òàê íàçûâàåìûå ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíè ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè, îäíàêî èõ òî÷êè ðîñòà îáðàçóþò ìíîæåñòâî íóëåâîé ëåáåãîâîé ìåðû
(òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðîñòà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 F (x + ε) − F (x − ε) > 0).

Òàêèì îáðàçîì,
dFX(t)

dt
= 0 ïî÷òè âñþäó, îäíàêî F (∞) − F (−∞) = 1. Ýòî òðóä-

íî ïðåäñòàâèòü, íî òàêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü
èçâåñòíàÿ êðèâàÿ Êàíòîðà, âñå èçìåíåíèå êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå [0, 1]:
F (x) = 0 ïðè x ≤ 0 è F (x) = 1 ïðè x ≥ 1. Ñòðîèòñÿ îíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòðå-
çîê [0, 1] ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè [0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1]. Íà âíóòðåííåì
ñåãìåíòå ïîëàãàåì F (x) = 1/2. Îñòàâøèåñÿ äâà ñåãìåíòà ñíîâà ðàçáèâàþòñÿ íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè êàæäûé, è íà âíóòðåííèõ ñåãìåíòàõ F (x) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ñîîòâåò-
ñòâåííî 1/4 è 3/4. Êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ ñåãìåíòîâ ñíîâà äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè, è
íà âíóòðåííèõ F (x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-
ìó ìåæäó ñîñåäíèìè, óæå îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè F (x), è ò. ä. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ ïîñòî-
ÿíñòâà äëÿ F (x) ðàâíà

1

3
+

2

9
+

4

27
+ . . . =

1

3

∞∑
k=0

(
2

3

)k

=
1

3

1

1− 2/3
= 1,
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òàê ÷òî ôóíêöèÿ F (x) ðàñòåò íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, íî áåç ñêà÷êîâ.
Åñëè F1, F2 è F3 � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîãî, äèñêðåòíîãî è ñèíãóëÿðíîãî òèïîâ, òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà

F (y) = αF1(y) + βF2(y) + γF3(y), α ≥ 0, β ≥ 0, γ ≥ 0, α + β + γ = 1,

òàêæå áóäåò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòíåñåì åå ê ñìåøàííîìó òèïó. Èçâåñòíàÿ
òåîðåìà Ëåáåãà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå êàê ñìåñü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, äèñêðåòíîé è
ñèíãóëÿðíîé êîìïîíåíò.

ßñíî, ÷òî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñìåøàííûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ, ê ïðèìåðó,
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå (èì ñîîòâåòñòâóþò α = 1, β = 0, γ = 0 ) è äèñêðåòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè α = 0, β = 1 è γ = 0).

Ïðèìåð ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê
íåêîòîðîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-
íîé (èìååòñÿ ó÷àñòîê íåïðåðûâíîãî ðîñòà) è íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé â
ñèëó íàëè÷èÿ ñêà÷êà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî òèïà.
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0 y

F (y)

1 2

1
2

1

��
��

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà êîìïîíåíòû ïðîùå âñåãî âû-
äåëèòü ñíà÷àëà äèñêðåòíóþ ÷àñòü: îíà äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííûé ñêà÷îê â òî÷êå
y = 1. Áåðåì F2(y) = I1(y) (âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå â åäèíèöå), β = 1/2. Òîãäà
ÿñíî, ÷òî F1(y) = U1,2(y), α = 1/2, γ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâèâ ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ìû íà ñàìîì äåëå ñòàëè ïîäðîáíî èçó÷àòü èõ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåì ñàìûì ïðîèçîøëà
íåêîòîðàÿ ïîäìåíà.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Ïî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ìû èçâåñòíûì îáðàçîì ñòðîèì
ðàñïðåäåëåíèå, à âîò ïî ðàñïðåäåëåíèþ âîññòàíîâèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íåâîçìîæ-
íî.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ
îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðèìåð. Ïóñòü Ω = [0, 1], ñîáûòèÿìè áóäåì ñ÷èòàòü âñå áîðåëåâñêèå ïîäìíîæå-
ñòâà [0,1]. Äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà A ⊂ Ω ïîëîæèì P(A) = λ(A), ãäå λ(A) � äëèíà
èíòåðâàëà. Âîçüìåì äàëåå ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë B ⊂ Ω, èìåþùèé äëèíó 1/2, è
çàäàäèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X(ω) =

{
1, ω ∈ B,
0, ω 6∈ B.

Îíà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå.
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X(ω)1
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ßñíî, ÷òî X ⊂= B1/2:

P(X = 1) = λ(B) =
1

2
, P(X = 0) =

1

2
.

Ïåðåìåùàÿ ìíîæåñòâî B âíóòðè Ω, ìû áóäåì ïîëó÷àòü âñå íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, îäíàêî âñå îíè áóäóò èìåòü îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå B1/2.

2.3 Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX1, X2, . . . , Xn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
åñëè äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1 ∈ B(R), . . . , Bn ∈ B(R) âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . . , Xn ∈ Bn) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2) . . .P(Xn ∈ Bn) (1)

(ïåðå÷èñëåíèå ñîáûòèé ÷åðåç çàïÿòóþ îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå èõ îñóùåñòâëåíèå, òî
åñòü ïåðåñå÷åíèå).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ê ïðèìåðó, ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: åñëè ïîëîæèòü B3 = B4 = . . . = Bn = R, òî áóäåì èìåòü

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xn}∞n=1, çàäàííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå,
áóäóò íàçûâàòüñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïðè ëþáîì n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn

íåçàâèñèìû â ñìûñëå ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ.
Ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â äðóãèõ òåðìèíàõ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü σ(X) ñî-

áûòèé âèäà X−1(B), B ∈ B(R). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(X) ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé. Ïî
îïðåäåëåíèþ, îíà íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X. Ýòà
σ-àëãåáðà ñîñòîèò èç ñîáûòèé, òðåáóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X. ßñíî, ÷òî σ(X) ⊂ S, íî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ σ(X) ìîæåò áûòü î÷åíü
¾áåäíûì¿ èëè, íàîáîðîò, âåñüìà ¾áîãàòûì¿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Ïðèìåðû Ïóñòü Ω = [0, 1], S � ñîâîêóïíîñòü áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ [0, 1].
Òîãäà åñëè X(ω) = ω, òî σ(X) = S. Åñëè æå X(ω) = 0 ïðè ω ≤ 1/2 è X(ω) = 1
ïðè ω > 1/2, òî â ýòîì ñëó÷àå σ(X) = {∅, Ω, [0, 1/2], (1/2, 1]}.

Ïóñòü A1, . . . ,An � íåêîòîðûå êëàññû ñîáûòèé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè íåçàâè-
ñèìû, åñëè äëÿ ëþáûõ B1 ∈ A1, . . . , Bn ∈ An âûïîëíÿåòñÿ

P(B1 . . . Bn) = P(B1) . . .P(Bn).

Ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

P(X−1
1 (B1), X

−1
2 (B2), . . . , X

−1
n (Bn)) = P(X−1

1 (B1))P(X−1
2 (B2)) . . .P(X−1

n (Bn)).
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Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ñîáûòèÿ âèäà X−1
i (Bi) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè σ-àëãåáð σ(Xi).

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , Xn ìîæåò ïîíèìàòü-
ñÿ êàê íåçàâèñèìîñòü σ-àëãåáð σ(X1), . . . , σ(Xn).

Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (1). Îêàçûâàåòñÿ, åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ìíî-
æåñòâ âèäà Bi = (−∞, yi), i = 1, . . . , n, òî îíî áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ ëþáûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bi ∈ B(R), i = 1, . . . , n. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë y1, y2, . . . , yn âûïîëíÿåòñÿ

P(X1 < y1, X2 < y2, . . . , Xn < yn) = P(X1 < y1)P(X2 < y2) . . .P(Xn < yn).

Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xn íåçàâèñèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.
Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xn äèñêðåòíû, òî îïðåäåëåíèå èõ íåçàâè-

ñèìîñòè óäîáíî äàâàòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå.
Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX1, X2, . . . , Xn íåçàâèñèìû, åñ-

ëè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

P(X1 = y1, X2 = y2, . . . , Xn = yn) = P(X1 = y1)P(X2 = y2) . . .P(Xn = yn).

2.4 Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè

Â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûå âåê-
òîðû. Ìû áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûì âñÿêèé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn), êîìïî-
íåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Èçîáðàæàòüñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû
áóäóò â âèäå ñòðîê èëè â âèäå ñòîëáöîâ (êàê ýòî óäîáíî).

Íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X (ìíîãîìåðíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) íàçûâàåòñÿ

FX1,X2,...,Xn(y1, y2, . . . , yn) = P(X1 < y1, X2 < y2, . . . , Xn < yn).

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
1. 0 ≤ FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) ≤ 1.
2. Åñëè y1 ≤ z1, y2 ≤ z2, . . . , yn ≤ zn, òî

FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) ≤ FX1,...,Xn(z1, . . . , zn).

Ýòè äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
Ïî àíàëîãèè ñî ñâîéñòâàìè îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ðàññìîòðèì äà-

ëåå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Íî çäåñü, âïðî÷åì, ïðèñóòñòâóåò n àðãóìåíòîâ. Ìû áóäåì óñòðåìëÿòü ê −∞ è ê +∞
îäèí èç íèõ (äîïóñòèì, ïîñëåäíèé).

3. à) lim
yn→−∞

FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) = 0,

á) lim
yn→∞

FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) = FX1,...,Xn−1(y1, . . . , yn−1).

Â ÷àñòíîñòè, FX1(y1) = lim
y2→∞,..., yn→∞

FX1,...,Xn(y1, y2, . . . , yn).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè óñòðåìèòü yn → −∞, òî ñîáûòèå {Xn < yn} áóäåò
óìåíüøàòüñÿ äî ðàçìåðîâ ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ïîòÿíåò çà ñîáîé âñå ïåðåñå÷åíèå
{X1 < y1, X2 < y2, . . . , Xn < yn}. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò
ñõîäèòüñÿ ê íóëþ.
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Åñëè æå yn → ∞, òî ñîáûòèå {Xn < yn} áóäåò ðàçðàñòàòüñÿ äî ðàçìåðîâ âñåãî
ïðîñòðàíñòâà Ω, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé {X1 < y1, X2 < y2, . . . , Xn < yn} â
ïðåäåëå ïðåâðàòèòñÿ â {X1 < y1, X2 < y2, . . . , Xn−1 < yn−1}.

Åñëè X1, X2, . . . , Xn íåçàâèñèìû, òî, î÷åâèäíî,

FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) = FX1(y1) . . . FXn(yn). (2)

Ìû óñòàíîâèëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Êàê âèäèì, äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââåäåíèå ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñóùåñòâó íå äàåò íè÷åãî íîâîãî: îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíîìåð-
íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè
åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ êàê î ðàñïðåäåëåíèè îòäåëüíûõ
êîìïîíåíò, òàê è î çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè.

Åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà (X1, X2, . . . , Xn) äèñêðåòíà, òî åãî ìíîãîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå òàêæå áóäåò íàçûâàòüñÿ äèñêðåòíûì.

Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ) óäîáíî çàäà-
âàòü òàáëèöåé. Ïóñòü X ïðèíèìàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ x1, x2, . . ., à Y � çíà÷åíèÿ
y1, y2, . . .. Îáîçíà÷èì

pij = P(X = xi, Y = yj), i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . .

Ïðèâåäåííàÿ íèæå òàáëèöà ïîëíîñòüþ çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (X, Y ).

X \ Y y1 y2 y3 . . .
x1 p11 p12 p13 . . .
x2 p21 p22 p23 . . .
x3 p31 p32 p33 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

ßñíî, ÷òî
∞∑
i=1

∞∑
j=1

pij = 1.

Åñëè ñóììèðîâàòü òîëüêî ýëåìåíòû i-é ñòðîêè, òî ïîëó÷èì

∞∑
j=1

pij =
∞∑

j=1

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi).

Òî÷íî òàê æå ñóììà ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà ðàâíà

∞∑
i=1

pij =
∞∑
i=1

P(X = xi, Y = yj) = P(Y = yj).

Ýòè ôîðìóëû äåìîíñòðèðóþò ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èç
äâóìåðíûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) íàçûâàåòñÿ àáñîëþ-
òíî íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ

FX1,...,Xn(y1, . . . , yn) =

y1∫
−∞

y2∫
−∞

. . .

yn∫
−∞

f(t1, t2, . . . , tn) dtn . . . dt2 dt1.
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Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åå ïðèíÿòî ñíàáæàòü èíäåêñàìè, óêàçûâàþùèìè íà ñâÿçü
ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì: f(t1, t2, . . . , tn) = fX1,...,Xn(t1, t2, . . . , tn). Êàê è â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå, ïëîòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì,
òîëüêî çäåñü òðåáóåòñÿ áðàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé:

fX1,...,Xn(t1, . . . , tn) =
∂nFX1,...,Xn(t1, . . . , tn)

∂t1 . . . ∂tn
.

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé
1. fX1,...,Xn(t1, t2, . . . , tn) ≥ 0.

2.

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

fX1,...,Xn(t1, t2, . . . , tn) dtn . . . dt1 = 1.

3. P((X1, X2, . . . , Xn) ∈ B) =

∫ ∫
. . .

B

∫
fX1,...,Xn(t1, t2, . . . , tn) dtn . . . dt2 dt1

äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà B = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn.
4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xn èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî îíè íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

fX1,...,Xn(t1, . . . , tn) = fX1(t1)fX2(t2) . . . fXn(tn).

Ýòî ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (2) ïîî÷åðåäíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé, à ñàìî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå (2) ïîñëå ïîî÷åðåäíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

5. Åñëè èçâåñòíà n-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü fX1,...,Xn(t1, . . . , tn), òî ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ìîæíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ:

fX1,...,Xn−1(t1, t2, . . . , tn−1) =

∞∫
−∞

fX1,...,Xn(t1, t2, . . . , tn) dtn.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà ìû äîëæíû ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî
èíòåãðàëà (n− 1)-ìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

FX1,...,Xn−1(y1, . . . , yn−1) = FX1,...,Xn(y1, . . . , yn−1, ∞) =

=

y1∫
−∞

. . .

yn−1∫
−∞


∞∫

−∞

fX1,...,Xn(t1, . . . , tn) dtn

 dtn−1 . . . dt1.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, è áóäåò èñêîìîé ïëîòíîñòüþ.
Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè ïðîèçâîäèëîñü àíàëîãè÷íî, íî

òîëüêî ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ (ñì. ðàññìîòðåííûé âûøå òàáëè÷íûé ñïîñîá çà-
äàíèÿ äâóìåðíûõ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé).

Ïðèìåðû ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé
1. Ìíîãîìåðíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(t) =


1

λ(D)
, t ∈ D,

0, èíà÷å,
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ãäå D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ó êîòîðîãî n-ìåðíûé îáúåì λ(D) > 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X ñ òàêîé ïëîòíîñòüþ

P(X ∈ B) =
λ(B)

λ(D)
,

åñëè B ⊂ D, ò. å. âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì.
2. Ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(t) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑
i=1

t2i

}
=

n∏
i=1

ϕ0,1(ti), t = (t1, . . . , tn).

Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, èìåþùåãî òàêóþ ïëîòíîñòü, íåçàâèñèìû è èìå-
þò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

2.5 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì, êàê èçìåíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, g è h � áîðåëåâñêèå
ôóíêöèè èç R â R. Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû g(X) è h(Y ) òàêæå íåçàâèñèìû.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé, åñëè g−1(B) ∈ B(R) äëÿ ëþ-
áîãî B ∈ B(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ B1 ∈ B(R), B2 ∈ B(R)

P(g(X) ∈ B1, h(Y ) ∈ B2) = P(X ∈ g−1(B1), Y ∈ h−1(B2)) =

= P(X ∈ g−1(B1))P(Y ∈ h−1(B2)) = P(g(X) ∈ B1)P(h(Y ) ∈ B2),

ãäå g−1(B1) = {y : g(y) ∈ B1}, h−1(B2) = {y : h(y) ∈ B2}.

Ïóñòü òåïåðü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fX(t).
Îáðàçóåì íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y = g(X), ãäå g � íåêîòîðàÿ íåñëó÷àéíàÿ
áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ èç R â R. Ðàçóìååòñÿ, Y íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ,
äîñòàòî÷íî âçÿòü g(t) ≡ C, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì. Îäíàêî åñëè g òàêîâà, ÷òî fY (t)
âñå-òàêè ñóùåñòâóåò, òî êàê åå íàéòè?

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FY (y).

FY (y) = P(g(X) < y) = P(X ∈ g−1((−∞, y))) =

∫
g−1((−∞,y))

fX(u) du.

Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ê âèäó

y∫
−∞

h(t) dt

ñ íåêîòîðîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé h(t), êîòîðàÿ è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïëîòíîñòüþ
äëÿ Y â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì. Åäèíîãî ïîäõîäà çäåñü íå ñóùåñòâóåò, ÷àùå
âñåãî ïîìîãàåò ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàë ê íóæíîìó âèäó ïîäõîäÿùàÿ çàìåíà ïåðå-
ìåííûõ.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì âñå ýòî áîëåå ïîäðîáíî íà ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèÿ Y = aX+b,
ãäå a 6= 0.

1. Ïóñòü a > 0. Òîãäà

FY (y) = P(aX + b < y) = P

(
X <

y − b

a

)
=

(y−b)/a∫
−∞

fX(u) du.

Ñäåëàåì çàìåíó t = au+ b. Òîãäà

FY (y) =

y∫
−∞

1

a
fX

(
t− b

a

)
dt.

2. Åñëè a < 0, òî, èñïîëüçóÿ òó æå çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì

FY (y) = P(aX + b < y) = P

(
X >

y − b

a

)
=

∞∫
(y−b)/a

fX(u) du

=

−∞∫
y

1

a
fX

(
t− b

a

)
dt =

y∫
−∞

1

|a|
fX

(
t− b

a

)
dt.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ

fX(t). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a 6= 0 è b

faX+b(t) =
1

|a|
fX

(
t− b

a

)
. (3)

Âûâåäåì îòñþäà íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé äëÿ ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè X ⊂= Φα,σ2, òî Y = (X − α)/σ ⊂= Φ0,1.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè Y ⊂= Φ0,1, òî X = σY + α ⊂= Φα,σ2.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè X ⊂= Φα,σ2, òî Y = AX +B ⊂= ΦAα+B, σ2A2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ñëåäñòâèé ïðÿìî âûòåêàþò èç ôîð-

ìóëû (3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ óäîáíî ñíà÷àëà ïðåäñòàâèòü

AX +B = σA

(
X − α

σ

)
+ Aα+B,

è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèìè äâóìÿ óòâåðæäåíèÿìè.
Äàëåå ïîãîâîðèì î êâàíòèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Âîîáùå, äëÿ ìîíîòîííîé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòèëüþ qy íàçûâàåòñÿ qy = F−1(y). Åñëè æå F
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî êâàíòèëü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

qy = sup{t : F (t) < y}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X ⊂= F è F íåïðåðûâíà. Òîãäà Y = F (X) ⊂= U0,1.
Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîñòûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî F ñòðîãî

ìîíîòîííà. Òîãäà îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ F−1 è äëÿ y ∈ (0, 1)

P(F (X) < y) = P(X < F−1(y)) = F (F−1(y)) = y. (4)

44



Åñëè æå F íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé, òî ìîæíî ïîëîæèòü F−1(y) = qy. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (4) ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåòñÿ â ñèëå.

Èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè Y ⊂= U0,1 è F � íåêîòîðàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
X ⊂= F , âçÿâ X = F−1(Y ). Ýòîò ôàêò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ñ çàäàííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü X è Y � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ìîæíî ëè âûðàçèòü FX+Y ÷åðåç FX è FY ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé: åñëè áîëüøå íè÷åãî íå ïðåäïîëàãàòü ïðî X è Y , òî èíôîð-
ìàöèè, çàëîæåííîé â FX è FY , íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè FX+Y . Ïðè îäíèõ è òåõ
æå FX è FY ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðèìåð. Ïóñòü X ⊂= Φ0,1, Y = X, òîãäà X + Y = 2X ⊂= Φ0,4.
Åñëè æå âçÿòü Y = −X, òî ïî-ïðåæíåìó Y ⊂= Φ0,1, è ïîëó÷àåì, ÷òî X+Y = 0 ⊂= I0

ïðè òåõ æå FX è FY .
Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî X è Y íåçàâèñèìû, òî FX+Y ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç FX è FY . Ìû ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ, îòäåëüíî äëÿ öåëî÷èñ-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòüþ.

Èòàê, ïóñòü X è Y íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì

P(X = k) = pk, P(Y = k) = qk, k = 0, 1, 2, . . . .

Òîãäà, î÷åâèäíî, X + Y òàêæå áóäåò ïðèíèìàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k = 0, 1, 2, . . .,

P(X + Y = k) = P({X = 0, Y = k} ∪ {X = 1, Y = k − 1} ∪ . . . ∪ {X = k, Y = 0}) =

=
k∑

i=0

P(X = i, Y = k − i) =
k∑

i=0

P(X = i)P(Y = k − i) =
k∑

i=0

piqk−i.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {rk =
∑k

i=0 piqk−i, k = 0, 1, 2, . . .} íàçûâàåòñÿ ñâåðò-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {pk, k = 0, 1, 2, . . .} è {qk, k = 0, 1, 2, . . .}.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X è Y íåçàâèñèìû, X ⊂= Πλ1, Y ⊂= Πλ2. Òîãäà
X + Y ⊂= Πλ1+λ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé:

P(X+Y = k) =
k∑

i=0

λi
1

i!
e−λ1

λk−i
2

(k − i)!
e−λ2 =

e−(λ1+λ2)

k!

k∑
i=0

Ci
kλ

i
1λ

k−i
2 =

(λ1 + λ2)
k

k!
e−(λ1+λ2).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïëîòíîñòåé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fX è

fY ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü fX+Y è

fX+Y (t) =

∞∫
−∞

fX(u) fY (t− u) du =

∞∫
−∞

fY (v) fX(t− v) dv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç
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íåãî çàìåíîé v = t− u. Èìååì äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

FX+Y (y) = P(X + Y < y) = P((X, Y ) ∈ {(u, v) : u+ v < y}) =

∫ ∫
u+v<y

fX,Y (u, v) dudv

=

∞∫
−∞

fX(u)

y−u∫
−∞

fY (v) dvdu =

∞∫
−∞

fX(u)

y∫
−∞

fY (t− u) dtdu =

=

y∫
−∞


∞∫

−∞

fX(u)fY (t− u) du

 dt.

Ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì fX,Y (u, v) = fX(u)fY (v) äëÿ íåçàâèñèìûõ X
è Y è çàìåíîé ïåðåìåííîé t = u + v. Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, è
áóäåò èñêîìîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáà èíòåãðàëà, ïðèñóòñòâóþùèå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, íàçûâàþòñÿ ñâåðòêà-
ìè ïëîòíîñòåé fX è fY .

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîïóòíî óñòàíîâèëè ôîðìóëó ñâåðòêè è äëÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ:

FX+Y (y) =

∞∫
−∞

fX(u)

y−u∫
−∞

fY (v) dvdu =

∞∫
−∞

FY (y − u)dFX(u).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ, êàê ðàáîòàåò îïåðàöèÿ ñâåðòêè.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü X1 è X2 íåçàâèñèìû, X1 ⊂= Γα, λ1, X2 ⊂= Γα, λ2. Òîãäà

X1 +X2 ⊂= Γα, λ1+λ2.
Äîêàçàòåëüñòâî.

fX1+X2(t) =

∞∫
−∞

γα,λ1(u) γα,λ2(t− u) du.

Ïîñêîëüêó γα,λ(u) = 0 ïðè u ≤ 0, òî ñòîÿùèå ïîä èíòåãðàëîì ôóíêöèè îáå îòëè÷íû
îò íóëÿ òîëüêî åñëè îäíîâðåìåííî u > 0 è t − u > 0. Ïðè t ≤ 0 ýòè íåðàâåíñòâà
íåñîâìåñòíû, ò. å. fX1+X2(t) = 0. Åñëè t > 0, òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè îòëè÷íû
îò íóëÿ ïðè 0 < u < t, ïîýòîìó

fX1+X2(t) =

t∫
0

αλ1

Γ(λ1)
uλ1−1e−αu αλ2

Γ(λ2)
(t− u)λ2−1e−α(t−u) du

=
αλ1+λ2

Γ(λ1)Γ(λ2)
e−αt

t∫
0

uλ1−1(t− u)λ2−1 du.

Ñäåëàåì çàìåíó u = vt. Òîãäà

fX1+X2(t) =
αλ1+λ2

Γ(λ1)Γ(λ2)
tλ1+λ2−1e−αt

1∫
0

vλ1−1(1− v)λ2−1 dv.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îò t óæå íå çàâèñèò. Ýòî êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìîæíî îáúåäè-
íèòü ñ êîíñòàíòàìè, ñòîÿùèìè â íà÷àëå ôîðìóëû. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
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çàâåðøèòü, ïîòîìó ÷òî ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå âèäà C tλ1+λ2−1e−αt, ò.å. ïëîòíîñòü
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (α, λ1 + λ2). Ìîæíî, âïðî÷åì, è óòî÷íèòü çíà-
÷åíèå êîíñòàíòû. Óêàçàííûé èíòåãðàë èçâåñòåí â òåîðèè êàê áåòà-ôóíêöèÿ

B(λ1, λ2) =

1∫
0

vλ1−1(1− v)λ2−1 dv =
Γ(λ1)Γ(λ2)

Γ(λ1 + λ2)
.

Ïîñëåäíåå ìîæíî íàéòè â òàáëèöàõ èíòåãðàëîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è âñå Xi ⊂= Eα, òî

X1 + . . .+Xn ⊂= Γα,n.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Eα = Γα,1.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü X1 è X2 íåçàâèñèìû, X1 ⊂= Φα1, σ2

1
, X2 ⊂= Φα2, σ2

2
. Òîãäà

X1 +X2 ⊂= Φα1+α2, σ2
1+σ2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Y1 =
X1 − α1

σ1

, Y2 =
X2 − α2

σ1

.

Òîãäà

Y1 ⊂= Φ0, 1, Y2 =
σ2

σ1

X2 − α2

σ2

⊂= Φ0, σ2
2/σ2

1
.

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî Y1 + Y2 ⊂= Φ0, 1+σ2
2/σ2

1
, òî ïî ñâîéñòâó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé
X1 +X2 = σ1(Y1 + Y2) + α1 + α2 ⊂= Φα1+α2, σ2

1+σ2
2
.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè θ2 = σ2
2/σ

2
1. Òîãäà

fY1+Y2(t) =

∞∫
−∞

1

θ
√

2π
exp

{
− u2

2θ2

}
1√
2π

exp

{
−(t− u)2

2

}
du =

=
1

2πθ

∞∫
−∞

exp

{
−1

2

(
u2

θ2
+ u2 − 2tu+ t2

)}
du =

=
1

2πθ

∞∫
−∞

exp

{
−1

2

(
u2 1 + θ2

θ2
− 2u

√
1 + θ2

θ2
t

√
θ2

1 + θ2
+ t2

θ2

1 + θ2
+

t2

1 + θ2

)}
du =

=
1

2πθ
exp

{
− t2

2(1 + θ2)

} ∞∫
−∞

exp

−1

2

(
u

√
1 + θ2

θ2
− t

√
θ2

1 + θ2

)2
 du.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

v = u

√
1 + θ2

θ2
− t

√
θ2

1 + θ2
.

Òîãäà

fY1+Y2(t) =
1

2π
√

1 + θ2
exp

{
− t2

2(1 + θ2)

} ∞∫
−∞

exp

{
−v

2

2

}
dv

=
1√

2π(1 + θ2)
exp

{
− t2

2(1 + θ2)

}
.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è âñå Xi ⊂= Φα,σ2,

òî X1 + . . .+Xn ⊂= Φnα, nσ2, à òàêæå

X =
X1 + . . .+Xn

n
⊂= Φα, σ2/n.

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Xi/n ⊂= Φα/n, σ2/n2 .

3 ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé

3.1 Èíòåãðàë ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî < Ω,S,P > è ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X, çàäàííàÿ íà íåì. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîñòðîèòü êîíñòðóêöèþ
èíòåãðàëà îò ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå, êîòîðûé áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ

EX =

∫
Ω

X(ω)P(dω).

è íàçûâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Ñäåëàåì ýòî â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
I. Èíòåãðàë îò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà äèñêðåòíà è ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé êîíå÷íî.
Èíäèêàòîð ñîáûòèÿ

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A,
0, èíà÷å

� ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðîèçâîëüíóþ ïðîñòóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

X(ω) =
n∑

k=1

ykIAk
(ω), (5)

ãäå Ak = {ω : X(ω) = yk}. Ìíîæåñòâà A1, . . . , An íå ïåðåñåêàþòñÿ è
⋃n

k=1Ak = Ω.
Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëîì îò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (5) íàçûâàåòñÿ

EX =

∫
Ω

X(ω)P(dω) =
n∑

k=1

ykP(Ak)

(èíîãäà òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ EX =
∫
XdP =

∫
X(ω)dP(ω)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü ñðåäíåå âçâåøåííîå çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû; âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé âûñòóïàþò â ðîëè âåñîâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ è ïîýòîìó áîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ âíîñÿò á�îëüøèé âêëàä â ñóììó.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ëåã-
êî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ.

1. Åñëè P(X = C) = 1, òî EX = C, ò. å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû
ðàâíî ýòîé êîíñòàíòå. Ñâîéñòâî î÷åâèäíî.

2. EIA(ω) = P(A).
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3. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:
E(αX) = αEX.

4. Åñëè X ≤ Y , òî EX ≤ EY .
5. |EX| ≤ E |X|.
6. E(X + Y ) = EX + EY .
Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå. Åñëè X ïðèíèìàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

x1, x2, . . . , xm, à Y � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . , yn, òî X + Y áóäåò ïðèíèìàòü
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âèäà xi + yj, íà ìíîæåñòâå {X = xi, Y = yj}, i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , n, è

E(X + Y ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

(xi + yj)P(X = xi, Y = yj) =
m∑

i=1

xi

n∑
j=1

P(X = xi, Y = yj) +

+
n∑

j=1

yj

m∑
i=1

P(X = xi, Y = yj) =
m∑

i=1

xiP(X = xi) +
n∑

j=1

yjP(Y = yj) =

= EX + EY.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëîì ïî ìíîæåñòâó A ∈ S îò ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X íàçûâàåòñÿ

E (X; A) =

∫
A

X(ω)P(dω) =

∫
Ω

X(ω)IA(ω)P(dω) =
n∑

k=1

ykP(X = yk, A).

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðå÷èñëåíèå ñîáûòèé ÷åðåç çàïÿòóþ ñîîòâåòñòâóåò èõ ïåðåñå÷å-
íèþ.

II. Ñëåäóþùèì øàãîì ìû áóäåì ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ≥ 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü X ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} íåîòðè-
öàòåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêàÿ, ÷òî Xn(ω) ↗ X(ω) äëÿ ëþáîãî ω
ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, n] íà n2n ðàâíûõ îòðåçêîâ. Ïóñòü
y0 = 0, . . ., yn2n = n � òî÷êè äåëåíèÿ, yi+1 − yi = 1/2n. Ïîëîæèì

Ai = {ω : yi ≤ X(ω) < yi+1}, i = 1, . . . , n2n − 1,

A0 = {ω : 0 ≤ X(ω) < y1} ∪ {ω : X(ω) ≥ n}.

Òîãäà

Xn(ω) ≡
n2n−1∑

i=0

yiIAi
(ω) ≤ X(ω).

Î÷åâèäíî, Xn � èçìåðèìûå ôóíêöèè, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, Xn(ω)
íå óáûâàåò ïî n è äëÿ ëþáîãî ω ïðè n > X(ω) èìååò ìåñòî

0 ≤ X(ω)−Xn(ω) ≤ 1

2n
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü X ≥ 0, Xn ↗ X è Yn ↗ X � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöà-

òåëüíûõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òîãäà

lim
n→∞

EXn = lim
n→∞

EYn.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn, Yn íå óáûâàþò ïî n, òî æå
ñàìîå âåðíî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé EXn, EYn, çíà÷èò îáà ïðåäåëà â ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðåìû ñóùåñòâóþò, õîòÿ è ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî m

EXm ≤ lim
n→∞

EYn.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xm ïðîñòàÿ, ïîýòîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îíà îãðàíè÷åíà: Xm ≤
cm. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî n

Xm − Yn = (Xm − Yn)I{Xm−Yn<ε} + (Xm − Yn)I{Xm−Yn≥ε} ≤ ε+ cmI{Xm−Yn≥ε}.

Îòñþäà
EXm ≤ ε+ cmP(Xm − Yn ≥ ε) + EYn,

P(Xm − Yn ≥ ε) ≤ P(X − Yn ≥ ε) → 0,

ïîñêîëüêó, îáîçíà÷èâ Bn = {X − Yn ≥ ε}, áóäåì èìåòü B1 ⊃ B2 ⊃ . . . è ïî ñâîéñòâó
íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

limP(Bn) = P(∩Bn) = P(∅) = 0.

Ìíîæåñòâî ∩Bn ïóñòî, òàê êàê åñëè ω ∈ ∩Bn, òî X(ω)−Yn(ω) ≥ ε äëÿ ëþáîãî n, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Óñòðåìëÿÿ òåïåðü n→∞, ïîëó÷èì

EXm ≤ ε+ lim
n→∞

EYn.

Òàê êàê ε ïðîèçâîëüíî, òî

EXm ≤ lim
n→∞

EYn, è lim
m→∞

EXm ≤ lim
n→∞

EYn.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè Xm è Yn, ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ X ≥ 0 ìîæíî ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ

EX =

∫
Ω

X dP = lim
n→∞

EXn,

ïðè÷åì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, åñëè EX <∞.
III. Åñëè X � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî X = X+ −X−, ãäå

X+ = max(0, X), X− = max(0,−X),

è ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì EX = EX+−EX−. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî EX ñóùåñòâóåò,
åñëè E |X| = EX+ + EX− <∞.

Åñëè ñóùåñòâóåò EX, òî äëÿ ëþáîãî A ∈ S ñóùåñòâóåò òàêæå è

E (X; A) =

∫
A

X(ω)P(dω) =

∫
Ω

X(ω)IA(ω)P(dω).

Çàêîí÷èâ ñ îïðåäåëåíèÿìè, ìû äîëæíû ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ñâîéñòâà
èíòåãðàëà. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò õîðîøî èç-
âåñòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà òåì, ÷òî èíòåãðàëüíûå ñóììû ôîðìèðóþòñÿ ðàçáèåíèåì
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íà ìåëêèå êóñî÷êè íå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à îáëàñòè çíà÷åíèé èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèè.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
1. E(αX) = αEX.
2. Åñëè X ≤ Y , òî EX ≤ EY .
3. |EX| ≤ E |X|.
4. E(X + Y ) = EX + EY .
Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîñëå

÷åãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì îíè óñòàíàâëèâàþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Ðàçóìååòñÿ, âåçäå ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ, äëÿ êîòîðûõ ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ñóùåñòâóåò.

5. Åñëè X ≥ 0, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

P(X ≥ ε) ≤ EX

ε
.

Ýòîò ôàêò èçâåñòåí êàê íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Íàçîâåì åãî ïåðâûì íåðàâåíñòâîì
×åáûøåâà, ïîñêîëüêó äàëåå â êóðñå áóäåò ïîëó÷åíî âòîðîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

EX =

∫
Ω

X dP ≥
∫

ω: X(ω)≥ε

X dP ≥ ε

∫
ω: X(ω)≥ε

dP = εP(X ≥ ε).

6. Åñëè X ≥ 0 è EX = 0, òî P(X = 0) = 1.
Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, ïîñêîëüêó

äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì P(X ≥ ε) = 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè P(X = 0) = 1.
7. Íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî:

E|XY | ≤
√

EX2EY 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì 2|ab| ≤ a2 + b2, ïîëîæèâ
â íåì

a2 =
X2

EX2
, b2 =

Y 2

EY 2
,

ïîñëå ÷åãî âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
8. Ïóñòü E|X| < ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé {An} òàêîâà, ÷òî AiAj = ∅

ïðè i 6= j è A =
⋃∞

n=1An. Òîãäà∫
A

X dP =
∞∑

n=1

∫
An

X dP, èëè ïî-äðóãîìó E(X;A) =
∑

n

E(X;An).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåãðàë êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääè-
òèâíîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü X ≥ 0, EX <∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé {An} òàêîâà, ÷òî
P(An) → 0 ïðè n→∞. Òîãäà E(X;An) → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Bm = {X ≤ m}. ßñíî, ÷òî P(Bm) → 1 è P(B̄m) =
P{X > m} → 0 ïðè m → ∞. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî E(X;X > m) → 0 ïðè m →
∞. Ïóñòü Xm � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé, Xm ↗ X.
Òîãäà

X ≥ XIBm ≥ XmIBm ,
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EX ≥ lim
m→∞

EXIBm ≥ lim
m→∞

EXmIBm = EX,

ïîñêîëüêó XmIBm ↗ X. Îòñþäà ïîëó÷àåì

EX = lim
m→∞

EXIBm = lim
m→∞

E(X; X ≤ m),

è çíà÷èò äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî m(ε) òàêîå, ÷òî ïðè m ≥ m(ε)

EX − E(X; X ≤ m) = E(X; X > m) ≤ ε.

Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ m

E(X;An) = E(X; {X ≤ m}An) + E(X; {X > m}An) ≤ mP(An) + ε

è, ñëåäîâàòåëüíî, limn→∞ E(X;An) ≤ ε. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà 8. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ X ≥ 0. Äëÿ

ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê

{X = yk} ∩ A =
⋃
n

{X = yk}An,

∫
A

X dP =
∑

k

ykP(X = yk, A) =
∑

n

∑
k

ykP(X = yk, An) =
∑

n

∫
XIAndP.

Â îáùåì ñëó÷àå èìååì∫
A

X dP = lim
m→∞

∫
A

Xm dP = lim
m→∞

∑
n

∫
An

Xm dP =
∑

n

lim
m→∞

∫
An

Xm dP =
∑

n

∫
An

X dP.

Îáîñíóåì ñìåíó ïîðÿäêà äåéñòâèé. Ïðè N →∞

P(
∞⋃

n=N

An) =
∞∑

n=N

P(An) → 0

â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n P(An) = P(A). Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ëåììû ïîëó÷àåì

∞∑
n=N

∫
An

Xm dP = E

(
Xm;

∞⋃
n=N

An

)
≤ E

(
X;

∞⋃
n=N

An

)
→ 0

ïðè N →∞ ðàâíîìåðíî ïî m.
9. ÏóñòüP(B) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿB. Ââåäåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðóPB(A) =

P(A/B) è íîâîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî < Ω,S,PB >. Íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

E(X/B) =

∫
Ω

X(ω)PB(dω).

Íî ïî îïðåäåëåíèþ

PB(dω) =
P(dω ∩B)

P(B)
, òî åñòü E(X/B) =

1

P(B)

∫
Ω

X(ω)P(dω∩B) =
1

P(B)
E(X;B).
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Åñëè â óñëîâèÿõ ñâîéñòâà 8 P(Aj) > 0 ïðè âñåõ j, òî∫
A

XdP =
∑

j

∫
Aj

X dP =
∑

j

E(X;Aj) =
∑

j

P(Aj)E(X/Aj).

Ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì àíàëîã ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé.

Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñïîñîáàõ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
Óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ÷òî êàæäàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîðîæäàåò âåðîÿò-

íîñòíóþ ìåðó íà ïðÿìîé: äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R)

PX(B) = P(ω : X(ω) ∈ B).

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = X(ω), ïîëó÷èì

EX =

∫
Ω

X(ω)P(dω) =

∞∫
−∞

tPX(dt) =

∞∫
−∞

tP(X ∈ dt).

Äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî âûïèñàòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ äâóõ èíòåãðàëîâ, ÷òîáû óáåäèòüñÿ
â èõ ðàâåíñòâå. Äëÿ ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû ýòî óæå íàáëþäàëè:

EX =
∑

k

ykP(X = yk) =
∑

k

ykPX(yk).

È äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò. å. êîãäà
∑
k

P(X = yk) = 1,

èìååì
EX =

∑
k

ykP(X = yk), åñëè
∑

k

|yk|P(X = yk) <∞.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî P(X ∈ dt) = fX(t)dt, è

EX =

∞∫
−∞

tfX(t)dt, åñëè

∞∫
−∞

|t|fX(t)dt <∞.

Çäåñü ìû èìååì íåïðåðûâíûé àíàëîã ñðåäíåãî âçâåøåííîãî. Ïåðåìåííàÿ t ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà åñòü òåêóùåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à ïëîòíîñòü fX(t) èãðàåò ðîëü
âåñîâîé ôóíêöèè.

Åñëè g � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ èç R â R, òî

Eg(X) =

∫
Ω

g(X(ω))P(dω) =

∞∫
−∞

g(t)PX(dt).

Ýòà ôîðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â

Eg(X) =

∞∫
−∞

g(t)fX(t)dt,

åñëè ðàñïðåäåëåíèå X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà g(X)
ìîæåò è íå èìåòü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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×àñòî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü âèäà

EX =

∞∫
−∞

tdFX(t).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èíäóöèðóåòñÿ ïðèðàùåíè-
ÿìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

PX([a, b)) = FX(b)− FX(a).

Â òàêîì âèäå èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà.
Åñëè FX ðàñïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî òèïà, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ïîëåçíî ñíà÷àëà âûäåëèòü êîìïîíåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü, ê ïðèìåðó,

FX(y) = αF1(y) + βF2(y),

ãäå α+β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0, F1(y) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
èìåþùàÿ ïëîòíîñòü f(t), à F2(y) � äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùàÿ
ñêà÷êè âåëè÷èíîé p1, p2, . . . â òî÷êàõ y1, y2, . . . .

Òîãäà

EX = α

∞∫
−∞

tdF1(t) + β

∞∫
−∞

tdF2(t) = α

∞∫
−∞

tf(t)dt+ β
∞∑

k=1

yk pk,

åñëè òîëüêî àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ ó÷àñòâóþùèå çäåñü èíòåãðàë è ñóììà ðÿäà.
Ïîäâîäÿ èòîã íàøèì ïîñòðîåíèÿì îòìåòèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå â âèäå èíòåãðàëà

EX =

∞∫
−∞

tPX(dt) =

∞∫
−∞

tdFX(t),

êîòîðûé ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â ñóììó (äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé) èëè â îáû÷-
íûé èíòåãðàë (äëÿ ðàñïðåäåëåíèé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî òèïà). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ëèøü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ò. å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � ýòî ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
Ïðèìåðû.
1. Ïóñòü X ⊂= Bp. Òîãäà

EX = 1 · p+ 0 · (1− p) = p.

2. Åñëè X ⊂= Bn,p, òî

EX =
n∑

k=o

kCk
n p

k(1− p)n−k =
n∑

k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1− p)n−k

= np

n−1∑
m=0

Cm
n−1 p

m(1− p)n−1−m = np.
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Íàéäåì EX äðóãèì ñïîñîáîì. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà òàê æå, êàê
è ÷èñëî óñïåõîâ Sn â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè, ïîýòîìó EX = ESn. Ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi, i = 1, 2, . . . , n, ãäå Xi � ÷èñëî óñïåõîâ â
i-ì èñïûòàíèè, ò. å. P(Xi = 1) = p, P(Xi = 0) = 1 − p, è ïîýòîìó EXi = p. Òîãäà
Sn = X1 + . . .+Xn è EX = ESn = EX1 + . . .+ EXn = np.

3. Ïóñòü X ⊂= Φα,σ2 . Òîãäà

EX =
1

σ
√

2π

∞∫
−∞

t exp

{
−(t− α)2

2σ2

}
dt =

=
1

σ
√

2π

∞∫
−∞

(t− α) exp

{
−(t− α)2

2σ2

}
dt+

α

σ
√

2π

∞∫
−∞

exp

{
−(t− α)2

2σ2

}
dt =

=
1

σ
√

2π

∞∫
−∞

y exp

{
− y2

2σ2

}
dy + α

∞∫
−∞

ϕα,σ2(t)dt = α.

Çäåñü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí åäèíèöå, à ïðåäïî-
ñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê â íåì èíòåãðèðóåòñÿ íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâóåò äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè èëè, íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X òàêîé, ÷òî P(X = 2k) = 2−k,
k = 1, 2, . . ..

Åñëè X = (X1, . . . , Xn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó-
÷àåì ââåäåì ðàñïðåäåëåíèå

PX(B) = P((X1, . . . , Xn) ∈ B), B ∈ B(Rn).

Òîãäà äëÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g : Rn → R

Eg(X1, . . . , Xn) =

∫
Ω

g(X1, . . . , Xn)dP =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

g(t1, . . . , tn)PX(dt1, . . . , dtn).

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî

Eg(X1, . . . , Xn) =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

g(t1, . . . , tn)fX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn,

ãäå fX(t1, . . . , tn) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X =
(X1, . . . , Xn).

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû g(X1, . . . , Xn) çäåñü òàêæå ìî-
æåò è íå áûòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì � ôîðìóëà îñòàåòñÿ â ñèëå.

Ïóñòü òåïåðü n = 2 è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1 ∈ B(R), B2 ∈ B(R)

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2).

Ýòî ñîîòíîøåíèå çàäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà ¾ïðÿìîóãîëüíèêàõ¿, ÷òî äàåò âîç-
ìîæíîñòü îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü åå íà ëþáûå áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà R2. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìåðà PX(dt) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìåð
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PX1(dt1) è PX2(dt2) (çäåñü X = (X1, X2), dt = (dt1, dt2)). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî (òåîðåìà Ôóáèíè):

Eg(X1, X2) =

∫
Ω

g(X1, X2)dP =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(t1, t2)PX(dt) =

=

∞∫
−∞

{ ∞∫
−∞

g(t1, t2)PX2(dt2)

}
PX1(dt1),

åñëè âñå ó÷àñòâóþùèå çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñóùåñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè g(t1, t2) = t1t2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè X1, X2 íåçàâèñèìû, òî E(X1X2) = EX1EX2.
Îáðàòíîå íåâåðíî. Äëÿ ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü íåñîìíåííî çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X1 ⊂= U−1,1 è X2 = X2
1 . ßñíî, ÷òî

E(X1X2) = EX3
1 =

1

2

1∫
−1

t3dy = 0, EX1 = 0, EX2
1 =

1

3
,

òî åñòü E(X1X2) = EX1EX2.
Âåðíåìñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

FX+Y (y) = EI{X+Y <y} =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

I{u+v<y}PX(du)PY (dv) =

=

∞∫
−∞

( ∞∫
−∞

I{u+v<y}PY (dv)

)
PX(du) =

∞∫
−∞

EI{u+Y <y}PX(du) =

∞∫
−∞

P(u+Y < y)PX(du) =

=

∞∫
−∞

FY (y − u)dFX(u) =

∞∫
−∞

FX(y − v)dFY (v).

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå ïëîò-
íîñòåé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íàïðèìåð, Y ) îáëàäàåò
ïëîòíîñòüþ, òî ðàñïðåäåëåíèå X + Y áóäåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

FX+Y (y) =

∞∫
−∞

y−u∫
−∞

fY (v)dvdFX(u)

=

∞∫
−∞

y∫
−∞

fY (t− u)dtdFX(u) =

y∫
−∞

∞∫
−∞

fY (t− u)dFX(u)dt,

ò. å.

fX+Y (t) =

∞∫
−∞

fY (t− u)dFX(u).
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3.2 Ìîìåíòû

Îïðåäåëåíèå. Ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

EXk =

∞∫
−∞

tkdFX(t), k > 0.

Êàê è âñÿêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

E|X|k =

∞∫
−∞

|t|kdFX(t) <∞.

Ïîñëåäíåå íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè
âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìîæåì çà-
ïèñàòü

EXk =
∑

i

yk
i P(X = yi)

äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è

EXk =

∞∫
−∞

tkfX(t)dt

äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ïîëåçíûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî óæå çíàêîìîå íàì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå. Îíî èìååò ñìûñë ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìû óâèäèì äàëüøå,
÷òî çíàíèå ìîìåíòîâ âòîðîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ äàåò íàì îïðåäåëåííóþ èíôîðìà-
öèþ î ðàçáðîñàííîñòè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñ ïîìîùüþ ìîìåíòîâ ìîæíî
õàðàêòåðèçîâàòü àñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ò. ä.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ìîìåíòîâ ðàç-
íûõ ïîðÿäêîâ.

Òåîðåìà. Åñëè E|X|k <∞, òî E|X|m <∞ äëÿ ëþáîãî m òàêîãî, ÷òî 0 < m < k.
Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè 0 < m < k âñåãäà âåðíî |X|m ≤ |X|k + 1, òî

E|X|m < E|X|k + 1 <∞.

Òî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

fX(t) =
C

1 + |t|k+2
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Òîãäà

E|X|k = C

∞∫
−∞

|t|k

1 + |t|k+2
dt <∞,

íî E|X|k+1 = ∞.
Åñëè ïðè k > 1 ñóùåñòâóåò EXk, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå E(X −EX)k. Ýòà

âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà. Ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà è
öåíòðàëüíûé ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî.
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3.3 Äèñïåðñèÿ

Äèñïåðñèÿ � ýòî òîæå ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû. Îíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëüíî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòêëîíÿþòñÿ
âëåâî è âïðàâî îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ òåõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ó êîòîðûõ EX2 <∞.

Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

DX = E(X − EX)2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äèñïåðñèÿ � ýòî âòîðîé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû. Îíà äåéñòâèòåëüíî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî âåëèê ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Âû÷èòàÿ EX èç X, ìû ïîëó÷àåì âñåâîçìîæíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî,
çàòåì âîçâîäèì ýòè ðàçíîñòè â êâàäðàò, ÷òîáû íå áûëî ñðåäè íèõ îòðèöàòåëüíûõ,
à ïîòîì óñðåäíÿåì, áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ åñòü
ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ.

Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíóþ ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñèè:

DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2XEX + (EX)2) =

= EX2 − 2EXEX + (EX)2 = EX2 − (EX)2.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

DX =
∞∑

k=1

(yk − EX)2P(X = yk) =
∞∑

k=1

y2
kP(X = yk)− (EX)2,

äëÿ ðàñïðåäåëåíèé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî òèïà èìååì

DX =

∞∫
−∞

(t− EX)2fX(t)dt =

∞∫
−∞

t2fX(t)dt− (EX)2.

√
DX íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì óêëîíåíèåì.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè
Çäåñü è âñþäó â äàëüíåéøåì áóêâîé C áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êîíñòàíòû.
1. DX ≥ 0. Ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
2. DC = 0. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó C = EC.
3. Åñëè DX = 0, òî P(X = C) = 1 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ñâîéñòâà 6 ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âûòåêàåò: ñîîòíîøåíèÿ (X − EX)2 ≥ 0 è
E(X − EX)2 = 0 âëåêóò P(X − EX = 0) = 1.

4. D(CX) = C2DX; â ÷àñòíîñòè, D(−X) = DX. Ýòî âíîâü ñëåäóåò èç îïðåäåëå-
íèÿ: D(CX) = E(CX − ECX)2 = C2E(X − EX)2 = C2DX.

5. D(X +C) = DX. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ: E(X +C−E(X +C))2 = E(X +C−
EX − C))2 = DX.

6. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî D(X ± Y ) = DX + DY .
Äîêàçàòåëüñòâî.

D(X ± Y ) = E(X ± Y − E(X ± Y ))2 = E((X − EX)± (Y − EY ))2

= E(X − EX)2 + E(Y − EY )2 ± 2E((X − EX)(Y − EY ))

= DX + DY ± 2Cov(X, Y ),
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ãäå îáîçíà÷åíî
Cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY )).

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y . Åñëè
X è Y íåçàâèñèìû, òî X − EX è Y − EY òàêæå íåçàâèñèìû è ïîýòîìó

Cov(X,Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E(X − EX)E(Y − EY ) = 0.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü X ⊂= Bp. Òîãäà

EX2 = 1 · p+ 0 · (1− p) = p, EX = p, DX = p− p2 = p(1− p).

2. Åñëè X ⊂= Bn,p, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X åñòü ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè (ðàñïðåäåëåíèå òî æå ñàìîå). Êàê ìû âèäåëè âûøå, â ýòîì ñëó÷àåX ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû X = X1 + . . . + Xn, ãäå âñå Xi ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó
Áåðíóëëè. Òåïåðü äîáàâèì, ÷òî îíè íåçàâèñèìû, êîëü ñêîðî ñòðîÿòñÿ ïî íåçàâèñèìûì
èñïûòàíèÿì. Ïîýòîìó

DX = DX1 + . . .+ DXn = np(1− p).

3. Ïóñòü X ⊂= Φα,σ2 . Íàõîæäåíèå DX óïðîñòèòñÿ, åñëè ìû ñâåäåì âñå ê ñòàíäàðò-
íîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îáîçíà÷èì Y = (X −α)/σ, òîãäà Y ⊂= Φ0,1 è X = σY +α.
Â ñèëó ñâîéñòâ äèñïåðñèè DX = σ2DY , ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè DY . Èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

EY 2 =
1√
2π

∞∫
−∞

t2 e−t2/2dt =
1√
2π

∞∫
−∞

t d(−e−t2/2) =

=
1√
2π

−te−t2/2
∞
|

−∞
+

∞∫
−∞

e−t2/2dt

 =

∞∫
−∞

ϕ0,1(t)dt = 1.

Ïîñêîëüêó EY = 0, òî DY = 1 è DX = σ2.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàþò âïîëíå êîí-

êðåòíûì ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì: α ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, à σ2

� ñ äèñïåðñèåé.

3.4 Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè � ýòî ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ äëÿ
ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ öåëüþ ïîêàçàòü, íàñêîëüêî îíè çàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè íàçûâàåòñÿ

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

DXDY
=

E((X − EX)(Y − EY ))√
DXDY

=
E(XY )− EXEY√

DXDY
.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ââîäèòñÿ íå äëÿ âñÿêîé ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè âòîðûå ìîìåíòû EX2 è EY 2, à òàêæå, ÷òîáû DX > 0,
DY > 0. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî X è Y îòëè÷íû îò êîíñòàíò.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè íåîáõîäèìî çíàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ïàðû (X, Y ). Åñëè, ê ïðèìåðó, èçâåñòíà ïëîòíîñòü fX,Y (u, v), òî ñìåøàííûé
ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

E(XY ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

uv fX,Y (u, v) du dv

(ìû ïðèìåíÿåì çäåñü ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ìàòîæèäàíèÿ ôóíêöèè g(X, Y ) = X · Y ).
Êàê ðàíåå óñòàíîâëåíî, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç äâóìåðíîé èíòåãðè-
ðîâàíèåì:

fX(u) =

∞∫
−∞

fX,Y (u, v) dv, fY (v) =

∞∫
−∞

fX,Y (u, v) du,

äàëåå ìàòîæèäàíèÿ è äèñïåðñèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì.

Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
1. |ρ(X, Y )| ≤ 1.
Ýòî ñâîéñòâî íàïðÿìóþ ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî.
2. |ρ(X, Y )| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a 6= 0 è b

âûïîëíÿåòñÿ Y = aX + b.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Y = aX + b, òî

ρ(X, Y ) =
E((X − EX)(aX + b− E(aX + b)))√

DXD(aX + b)
=

=
E((X − EX)(aX + b− aEX − b))√

DX a2DX)
=
aE(X − EX)2

|a|DX
=

a

|a|
= ±1

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà a.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X1 =
X − EX√

DX
, Y1 =

Y − EY√
DY

.

Çäåñü ê êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïðèìåíåíà îïåðàöèÿ ñòàíäàðòèçàöèè, êîòîðàÿ
ñîñòîèò â âû÷èòàíèè ìàòîæèäàíèÿ è äåëåíèè íà êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñïåðñèè.
Îíà ïðîèçâîäèòñÿ ñ åäèíñòâåííîé öåëüþ: äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñòàëî íóëåâûì, à äèñïåðñèÿ � åäèíè÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî,

EX1 =
1√
DX

E(X − EX) = 0, DX1 =

(
1√
DX

)2

D(X − EX) =
DX

DX
= 1.

Êðîìå òîãî,
ρ(X,Y ) = EX1Y1 = Cov(X1, Y1).

Òàêèì îáðàçîì,

D(Y1 ±X1) = DX1 + DY1 ± 2Cov(X1, Y1) = 2± 2ρ(X, Y ).

Ïóñòü òåïåðü, ê ïðèìåðó, ρ(X,Y ) = 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèåì:

D(Y1 −X1) = 2− 2ρ(X, Y ) = 0.
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Â ñèëó ñâîéñòâ äèñïåðñèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Y1 − X1 = C ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

Y =

√
DY√
DX

X + EY + C
√

DY −
√

DY EX√
DX

.

Åñëè ρ(X, Y ) = −1, òî ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

D(Y1 +X1) = 2 + 2ρ(X,Y ) = 0.

3. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî ρ(X, Y ) = 0.
Ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
Ê ñîæàëåíèþ, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà.
4. Åñëè ρ(X, Y ) = 0, òî X è Y íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìû.
Ïðèìåð ýòîìó óæå ïðèâîäèëñÿ: åñëè X ⊂= U−1,1 è Y = X2, òî Cov(X,Y ) =

ρ(X, Y ) = 0, õîòÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàâèñèìû.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè,

åñëè ρ(X,Y ) = 0. Íåçàâèñèìîñòü âëå÷åò íåêîððåëèðîâàííîñòü, íî íå íàîáîðîò.

3.5 Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

è ìàòðèöà êîâàðèàöèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïóñòü

X =


X11 X12 . . . X1n

X21 X22 . . . X2n

. . . . . . . . . . . .
Xm1 Xm2 . . . Xmn


� ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ,

EX =


EX11 EX12 . . . EX1n

EX21 EX22 . . . EX2n

. . . . . . . . . . . .
EXm1 EXm2 . . . EXmn

 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñîõðàíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

1. Åñëè A è B � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç êîíñòàíò, òî E(AX) = AEX,
E(XB) = (EX)B.

2. E(X + Y ) = EX + EY .
3. Åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìàòðèöû X íå çàâèñèò îò ëþáîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Y , òî

E(XY ) = EXEY .
Ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ó÷àñòâóþùèõ çäåñü ìàòðèö ïîç-

âîëÿþò ïðèìåíÿòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Àíàëîã äèñïåðñèè ââîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî

è ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôîâ ìû áóäåì èçîáðàæàòü âåêòîðû â âèäå ñòîëáöîâ

X =


X1

X2

. . .
Xn

 .
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Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X íàçûâàåòñÿ ìàòðè-
öà C(X), ó êîòîðîé íà ìåñòå ñ íîìåðîì (i, j) ñòîèò ci,j = Cov(Xi, Xj), i, j = 1, . . . , n.

Ìàòðèöà êîâàðèàöèé åñòü àíàëîã äèñïåðñèè. Ïðè n = 1 îíà ñîâïàäàåò ñ äèñïåð-
ñèåé. Â îáùåì ñëó÷àå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ó íåå ñòîÿò äèñïåðñèè DX1, . . . ,DXn,
ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè: ci,j = cj,i.

Ìû çíàåì, ÷òîD(AX+B) = A2DX â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè A èB � êîíñòàíòû.
Àíàëîãîì ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà èç êîíñòàíò, èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ,
à B � âåêòîð èç êîíñòàíò ðàçìåðíîñòè m. Òîãäà

C(AX +B) = AC(X)AT ,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ T ñîîòâåòñòâóåò òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè mi = EXi, i = 1, . . . , n, è âîñïîëüçó-

åìñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö: åñëè óìíîæèòü âåêòîð-ñòîëáåö íà
âåêòîð-ñòðîêó, òî â èòîãå ïîëó÷èì ìàòðèöó:

X1 −m1

X2 −m2

. . .
Xn −mn

 · (X1 −m1, X2 −m2, . . . , Xn −mn) =

=


(X1 −m1)

2 (X1 −m1)(X2 −m2) . . . (X1 −m1)(Xn −mn)
(X2 −m2)(X1 −m1) (X2 −m2)

2 . . . (X2 −m2)(Xn −mn)
. . . . . . . . . . . .

(Xn −mn)(X1 −m1) (Xn −mn)(X2 −m2) . . . (Xn −mn)2

 .

Âçÿâ òåïåðü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì

E(X − EX)(X − EX)T = C(X),

è àíàëîãè÷íî

C(AX +B) = E(AX +B − E(AX +B))(AX +B − E(AX +B))T =

= E(AX +B − EAX −B)(AX +B − EAX −B)T =

= E(A(X − EX)(X − EX)TAT ) =

= A(E(X − EX)(X − EX)T )AT = AC(X)AT .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.6 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ðàíåå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷àñòíûé ñëó÷àé ïëîòíîñòè
ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, îíà ñîîòâåòñòâîâàëà ñòàíäàðòíîìó ìíîãîìåðíî-
ìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñåé÷àñ ââåäåì ýòîò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ â îáùåé
ôîðìå.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì.
Ïóñòü Y � îäíîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, Y ⊂= Φ0,1. Âçÿâ ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà α è σ > 0, îáðàçóåì ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó X = σY +α, êîòîðàÿ óæå áóäåò ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Φα,σ2 ñ ïëîòíîñòüþ

ϕα,σ2(t) =
1

σ
√

2π
e−(t−α)2/2σ2

, −∞ < t <∞.
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Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè îáùèé âèä ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Y , èìåþùåé ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òàê æå ïîñòóïèì è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü Y � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ êîîð-
äèíàòàìè Y1, . . . , Yn, èìåþùèé ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïëîòíîñòüþ

fY (t) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑
i=1

t2i

}
=

1

(2π)n/2
exp

{
−1

2
tT t

}
=

n∏
i=1

ϕ0,1(ti).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà Y1, . . . , Yn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì çàêîíîì. Çäåñü C(Y ) = E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, t = (t1, . . . , tn)T � âåêòîð-ñòîëáåö.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó A ðàçìåðíîñòè n×n, ñîñòîÿùóþ
èç êîíñòàíò, è ïîñòîÿííûé âåêòîð α = (α1, . . . , αn)T è îáðàçóåì íîâûé ñëó÷àéíûé
âåêòîð

X = AY + α.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷èâøåãîñÿ âåêòîðà X è áóäåì íàçûâàòü ìíîãîìåðíûì íîðìàëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Òåîðåìà. Ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

fX(t) =

√
detQ

(2π)n/2
exp

{
−(t− α)TQ(t− α)/2

}
,

ãäå t = (t1, . . . , tn)T , Q = (C(X))−1 = (AC(Y )AT )−1 = (AAT )−1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 1 è A = σ ïîëó÷àåì Q = 1/σ2,
√

detQ = 1/σ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàêîé áû ïðÿìîóãîëüíèê B ⊂ Rn íè âçÿòü, ïî îñíîâíîìó ñâîé-

ñòâó ïëîòíîñòåé äîëæíî áûòü

P(X ∈ B) =

∫
B

fX(t)dt,

çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî dt = dt1dt2 . . . dtn. Â òî æå âðåìÿ

P(AY + α ∈ B) = P(Y ∈ A−1(B − α)) =

∫
A−1(B−α))

fY (u)du,

ãäå ïîä ìíîæåñòâîì A−1(B−α) ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê u : Au+α ∈ B.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ýòîò èíòåãðàë ê íóæíîìó íàì èíòåãðàëó ïî ìíîæåñòâó
B (è òîãäà ñòîÿùàÿ ïîä èíòåãðàëîì ôóíêöèÿ è áóäåò èñêîìîé ïëîòíîñòüþ), ñäåëàåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ t = Au + α. Â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ìíîæåñòâî A−1(B − α)
ïåðåéäåò â B, u � â A−1(t− α), exp

{
−1

2
uTu

}
ïåðåéäåò â

exp

{
−1

2
(t− α)T (A−1)TA−1(t− α)

}
= exp

{
−1

2
(t− α)T (AAT )−1(t− α)

}
.

Ïðè ïåðåõîäå îò du ê dt ïîÿâèòñÿ ÿêîáèàí
√

detQ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîä èíòåãðàëîì ïîÿâèòñÿ ôóíêöèÿ, ïðèñóòñòâóþùàÿ â óòâåðæäå-

íèè òåîðåìû � îíà è áóäåò ïëîòíîñòüþ âåêòîðà X. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äëÿ íàñ áîëüøóþ âàæíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùèå äâà ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåî-
ðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn)T èìååò ìíîãî-
ìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è âñå åãî êîìïîíåíòû ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû.
Òîãäà îíè íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå íåêîððåëèðîâàííîñòè êîìïîíåíò çàêëþ÷àåì, ÷òî
ìàòðèöà êîâàðèàöèé C(X) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä: íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò
äèñïåðñèè DX1, . . . , DXn, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì äëÿ
êðàòêîñòè σ2

i = DXi, i = 1, . . . , n. Òîãäà ìàòðèöà Q = (C(X))−1 òàêæå áóäåò äèà-
ãîíàëüíîé, ó íåå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü ÷èñëà σ−2

1 , . . . , σ−2
n . Ïî ýòîé

ïðè÷èíå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà X ïðèîáðåòàåò âèä

fX(t) =
1

σ1 . . . σn(2π)n/2
exp

{
−

n∑
i=1

(ti − αi)
2

2σ2
i

}
=

n∏
i=1

ϕαiσ2
i
(ti),

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà X.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn)T èìååò ìíî-

ãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (íàïîìíèì: ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1). Îá-
ðàçóåì íîâûé âåêòîð Y = AX, ãäå A � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà âåêòîð Y
òàêæå áóäåò èìåòü ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïî îïðåäåëåíèþ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì
AT = A−1. Ïî ýòîé ïðè÷èíå C(Y ) = AC(X)AT = AAT = E è, ñëåäîâàòåëüíî,

fY (t) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2
tT t

}
=

n∏
i=1

ϕ0,1(ti) = fX(t),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.7 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà

ñëàãàåìûõ

Ðàíåå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå σ-àëãåáðû σ(X) = {X−1(B), B ∈ B(R)}, ïîðîæ-
äåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X. Îíà ñîñòîèò èç ñîáûòèé, î ðåàëèçàöèè êîòîðûõ
ìîæíî ñóäèòü ïî çíà÷åíèÿì X. Ïóñòü èìååòñÿ òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí {Xn}. Äëÿ ëþáûõ k ≤ m ≤ ∞ ââåäåì σ-àëãåáðó σ(Xk, . . . , Xm), êîòîðàÿ
ïîðîæäåíà ñîáûòèÿìè âèäà

⋂m
i=k Ai, ãäå Ai ∈ σ(Xi). Ýòî áîëåå áîãàòàÿ σ-àëãåáðà,

÷åì, ê ïðèìåðó, σ(Xk) èëè σ(Xk, . . . , Xm−1), òàê êàê íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ Ai ìîãóò
ñîâïàäàòü ñ Ω.

Òåîðåìà. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû, òî äëÿ ëþáûõ k ≥ 1,
n ≥ 1 σ-àëãåáðû σ(X1, . . . , Xn) è σ(Xn+k, Xn+k+1, . . .) íåçàâèñèìû.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü
ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ âèäà

⋂n
i=1Ai è ñîáûòèÿ âèäà

⋂m
i=n+k Ai, ãäå Ai ∈ σ(Xi),

n + k ≤ m < ∞. Çàòåì óñòàíàâëèâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ñî-
áûòèÿìè òàêîãî âèäà. Êàê óæå äîêàçàíî ðàíåå, íåçàâèñèìîñòü àëãåáð îáåñïå÷èâàåò
íåçàâèñèìîñòü ïîðîæäåííûõ èìè σ-àëãåáð. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðèm→∞ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå < Ω,S,P > çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Xn} íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ν ≥ 1. Çíà÷åíèÿ n ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.
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Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν íàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò áóäóùåãî,
åñëè äëÿ ëþáîãî n ñîáûòèå {ν ≤ n} íå çàâèñèò îò σ-àëãåáðû σ(Xn+1, Xn+2, . . .).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè {ν ≤ n} ∈ σ(X1, . . . , Xn) ïðè âñåõ n ≥ 1 , òî òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ν íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé èëè ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì.

ßñíî, ÷òî ìàðêîâñêèé ìîìåíò íå çàâèñèò îò áóäóùåãî, òàê êàê σ(X1, . . . , Xn) è
σ(Xn+1, Xn+2, . . .) íåçàâèñèìû.

Ïðèìåðàìè ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ ìîãóò ñëóæèòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ν1 = inf{k ≥ 1 : Xk ≥ N},

ïîñêîëüêó

{ν1 ≤ n} =
n⋃

k=1

{Xk ≥ N} ∈ σ(X1, . . . , Xn),

à òàêæå
ν2 = inf{k ≥ 1 : Sk ≥ N},

ãäå, ê ïðèìåðó, âñå Xk èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, Sk = X1 + . . .+Xk, N > 0
� ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

-

6

0

N

k

Sk

ν2
1 2 3

�
�A

A
AA
HH��@@�

�
�
�
�
�
��

Òåîðåìà (Êîëìîãîðîâ � Ïðîõîðîâ). Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν íå çàâèñèò
îò áóäóùåãî. Òîãäà åñëè

∞∑
k=1

P(ν ≥ k)E|Xk| <∞,

òî

ESν =
∞∑

k=1

P(ν ≥ k)EXk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûXk íåîòðè-
öàòåëüíû. Òîãäà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êîíå÷åí èíòåãðàë ESν èëè íåò, ìû ìîæåì
íàïèñàòü

ESν =
∞∑

n=1

E(Sν ; ν = n) =
∞∑

n=1

E(Sn; ν = n) =

=
∞∑

n=1

n∑
k=1

E(Xk; ν = n) =
∞∑

k=1

∞∑
n=k

E(Xk; ν = n) =
∞∑

k=1

E(Xk; ν ≥ k).

Ñîáûòèå {ν ≥ k} = {ν > k − 1} = Ω \ {ν ≤ k − 1} íå çàâèñèò îò σ-àëãåáðû
σ(Xk, Xk+1, . . .), ïîýòîìó îíî íå çàâèñèò îò σ(Xk). Çíà÷èò,

E(Xk; ν ≥ k) = EXkI{ν≥k} = EXkEI{ν≥k} = EXkP(ν ≥ k)

è ESν =
∑∞

k=1 P(ν ≥ k)EXk <∞.
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Åñëè Xk ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî, î÷åâèäíî,

E|Sν | ≤ E
ν∑

k=1

|Xk| =
∞∑

k=1

P(ν ≥ k)E|Xk| <∞,

è ìû âíîâü ìîæåì ïîâòîðèòü íàøè ðàññóæäåíèÿ, îáîñíîâàâ ïåðåìåíó ïîðÿäêà ñóì-
ìèðîâàíèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ ðÿäà

∞∑
k=1

∞∑
n=k

|E(Xk; ν = n)| ≤
∞∑

k=1

∞∑
n=k

E(|Xk|; ν = n) =

=
∞∑

k=1

E(|Xk|; ν ≥ k) =
∞∑

k=1

E|Xk|P(ν ≥ k) <∞.

Ñëåäñòâèå (òîæäåñòâî Âàëüäà). Åñëè X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, E|X1| < ∞, ν íå çàâèñèò îò áóäóùåãî è Eν < ∞,
òî ESν = EX1Eν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

∞∑
k=1

P(ν ≥ k) =
∞∑

k=1

∞∑
i=k

P(ν = i) =
∞∑
i=1

iP(ν = i) = Eν.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà Âàëüäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçî-
ðåíèè.

Äâà èãðîêà, A è B, ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, è â ñëó÷àå âûïàäåíèÿ ãåðáà A âûèãðû-
âàåò åäèíèöó, åñëè ðåøêà, òî åäèíèöó âûèãðûâàåò B. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ áåçîáèäíàÿ
èãðà, èãðîêè êàæäûé ðàç âûèãðûâàþò åäèíèöó ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïóñòü a è b
� íà÷àëüíûå êàïèòàëû èãðîêîâ. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îäèí èç èãðîêîâ ïðî-
èãðàåò âåñü ñâîé êàïèòàë. Îáîçíà÷èì PA è PB âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äëÿ A è B
ñîîòâåòñòâåííî. Íàøà çàäà÷à � íàéòè ýòè âåðîÿòíîñòè.

Åñëè îáîçíà÷èòü Xn âûèãðûø A â n-ì òóðå (îí ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 èëè -1 ñ ðàâ-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè), òî Sn = X1 + . . . + Xn åñòü ñóììàðíûé âûèãðûø A ïîñëå n
áðîñàíèé ìîíåòû. Óäîáíî èçîáðàæàòü ðàçâèòèå èãðû íà ãðàôèêå.

-

6

0

b

−a

ν

n

Sn

1 2 3
��@

@
@@

@@��@@
@@

Ïîêàæåì, ÷òî PA +PB = 1, ò. å. ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà òðàåêòîðèÿ îáÿçàòåëüíî
âûéäåò èç ïîëîñû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

1− PA − PB = P(S1 ∈ (−a, b), S2 ∈ (−a, b), . . .) ≤

≤ P(|X1 + . . .+XN | < a+ b, |XN+1 + . . .+X2N | < a+ b, . . .) =

= P(|X1 + . . .+XN | < a+ b)P(|XN+1 + . . .+X2N | < a+ b) . . . = 0,
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åñëè N òàêîâî, ÷òî P(|X1 + . . . + XN | < a + b) < 1. Íî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü
N = a+ b, òàê êàê ïðè ýòîì

P(|X1 + . . .+XN | = a+ b) =
2

2a+b
> 0

è

P(|X1 + . . .+XN | < a+ b) = 1− 2

2a+b
< 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν ìîìåíò ïðåêðàùåíèÿ èãðû, ò. å. ðàçîðåíèÿ îäíîãî èç èãðîêîâ. ßñ-
íî, ÷òî ν � ìàðêîâñêèé ìîìåíò; Sν = −a ñ âåðîÿòíîñòüþ PA è Sν = b ñ âåðîÿòíîñòüþ
PB. Ïîýòîìó â ñèëó òîæäåñòâà Âàëüäà

ESν = −aPA + b(1− PA) = EνEX1 = 0,

åñëè Eν < ∞. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò PA =
b

a+ b
. Îòìåòèì, ÷òî PA = 1, åñëè a < ∞,

b = ∞, òî åñòü âíåøíå áåçîáèäíàÿ èãðà ñ áåñêîíå÷íî áîãàòûì ñîïåðíèêîì âñåãäà
çàêàí÷èâàåòñÿ ðàçîðåíèåì.

Ïîêàæåì, ÷òî Eν < ∞. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé P(ν = k) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó ìû ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îöåíèì ñâåðõó P(ν ≥ k) è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Eν =

∑∞
k=1 P(ν ≥ k). Èìååì äëÿ óæå âûáðàííîãî ÷èñëà N

P(ν > mN) ≤ P(|X1 + . . .+XN | < a+ b, . . . , |X(m−1)N+1 + . . .+XmN | < a+ b) =

=

(
1− 2

2a+b

)m

,

Eν =
∞∑

k=1

P(ν ≥ k) =
∞∑

m=0

∑
mN<k≤(m+1)N

P(ν ≥ k) ≤

≤
∞∑

m=0

NP(ν > mN) ≤ N
∞∑

m=0

(
1− 2

2a+b

)m

<∞.

3.8 Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ñíà÷àëà ââåäåì ïîíÿòèå óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ÏóñòüX è Y � äâå äèñêðåòíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàäàííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì

pX(u/v) =
P(X = u, Y = v)

P(Y = v)

è íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè óñëî-
âèè Y = v. Çäåñü ïåðåìåííàÿ v ïðèíèìàåò òîëüêî òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
P(Y = v) > 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó óñëîâíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò):

E(X/v) =
∑

u

upX(u/v).

Ìû ïîëó÷èëè òåì ñàìûì ôóíêöèþ îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ v ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y .
Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü E(X/Y ) êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ êàæäîìó ω ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå E(X/Y (ω)), ìû ïîëó÷àåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå X
îòíîñèòåëüíî Y .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííîå ïîíÿòèå íà ðèñóíêå. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Ω = [0, 1],
è ãðàôèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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À âîò êàê âûãëÿäèò ãðàôèê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû E(X/Y ) (îí ïîêàçàí æèðíîé
ëèíèåé):

-

6

0
ω

E(X/Y )

1

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà E(X/Y ) ïîëó÷àåòñÿ èç X ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà êàæäîì
èç òðåõ îòðåçêîâ, ãäå Y ïîñòîÿííà, X çàìåíÿåòñÿ íà ñðåäíåå çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå
ïî ýòîìó îòðåçêó.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà.

1. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî E(X/Y ) = EX. Ýòî î÷åâèäíî.
2. Äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g èìååò ìåñòî

E(g(Y )X/Y ) = g(Y )E(X/Y ),

ò. å. g(Y ) âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîäîáíî êîíñòàíòå. Â
÷àñòíîñòè, ïðè X = 1 ïîëó÷àåì E(g(Y )/Y ) = g(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

pg(Y )X(u/v) =
P(g(Y )X = u, Y = v)

P(Y = v)
=

P(g(v)X = u, Y = v)

P(Y = v)
,

ïîýòîìó

E(g(Y )X/v) =
∑

u

u
P(g(v)X = u, Y = v)

P(Y = v)
=
∑

t

g(v)t
P(X = t, Y = v)

P(Y = v)
= g(v)E(X/v).

3. E(X1 +X2/Y ) = E(X1/Y ) + E(X2/Y ).
Äîêàçàòåëüñòâî.

E(X1+X2/v) =
∑

u

u
P(X1 +X2 = u, Y = v)

P(Y = v)
=
∑
t1, t2

(t1+t2)
P(X1 = t1, X2 = t2, Y = v)

P(Y = v)
=

=
∑
t1

t1
∑
t2

P(X1 = t1, X2 = t2, Y = v)

P(Y = v)
+
∑
t2

t2
∑
t1

P(X1 = t1, X2 = t2, Y = v)

P(Y = v)
=

= E(X1/v) + E(X2/v).

4. EX = E[E(X/Y )].
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Äîêàçàòåëüñòâî.

EX =
∑

u

uP(X = u) =
∑

u

u
∑

v

P(X = u, Y = v)

P(Y = v)
P(Y = v) =

=
∑

v

∑
u

upX(u/v)P(Y = v) =
∑

v

E(X/v)P(Y = v).

Äàëåå ââåäåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìå-
þùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü fX,Y (u, v) � ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (X,Y ), fX(u) è fY (v) � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .
Äëÿ òåõ çíà÷åíèé v, äëÿ êîòîðûõ fY (v) > 0, ââåäåì óñëîâíóþ ïëîòíîñòü

fX(u/v) =
fX,Y (u, v)

fY (v)

è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò)

E(X/v) =

∞∫
−∞

ufX(u/v)du.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå Y âìåñòî v, ïîëó÷èì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå E(X/Y ).

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà 1 � 4 ñîõðàíÿþòñÿ â ñèëå è â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî
äîêàçàòåëüñòâà áóäóò âûãëÿäåòü ñëîæíåå è ìû èõ íå áóäåì ïðèâîäèòü. Îòìåòèì
òîëüêî, ÷òî âî âñåõ ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ X è Y ìîãóò áûòü âåêòîðíûìè � ýòî íå
âûçîâåò ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé.

3.9 Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàäàííûå íà îäíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå è îáëàäàþùèå êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Äëÿ ëþáûõ
äâóõ òàêèõ âåëè÷èí X, Y ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (X,Y ) = E(XY ). Îíî
êîíå÷íî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ââåäåì òàêæå íîðìó

‖X‖2 = (X,X) = EX2.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn} ïî ýòîé íîðìå íàçûâàåòñÿ
ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, ‖Xn−X‖ → 0 ⇐⇒ E(Xn−X)2 → 0. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ‖Xn −X‖ → 0 ïðè n→∞ ⇐⇒ ‖Xn −Xm‖ → 0 ïðè n,m→∞.

Ïóñòü H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìî-
ìåíòîì, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. Ïóñòü òàêæå
L � íåêîòîðîå çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïðèáëèçèòü ïðîèçâîëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X ∈ H ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y ∈ L.

Íàçîâåì X̂ ∈ L íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ X ∈ H, åñëè

‖X − X̂‖ = min
Y ∈L

‖X − Y ‖.
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Òåîðåìà 1. X̂ ∈ L ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ X ∈ H òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(X − X̂, Y ) = 0 äëÿ ëþáîãî Y ∈ L,

ò. å. X − X̂ îðòîãîíàëüíî L è â ýòîì ñìûñëå X̂ åñòü ¾ïðîåêöèÿ¿ X íà L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X̂ � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, òîãäà

‖X − X̂‖ = min
Y ∈L

‖X − Y ‖ = min
∆∈L

‖X − X̂ −∆‖,

ãäå ∆ = Y − X̂. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ∆0 6= 0 èç L è ðàññìîòðèì ìèíèìóì ïî
âûäåëåííîìó íàïðàâëåíèþ:

min
λ
‖X − X̂ − λ∆0‖2 = min

λ
(X − X̂ − λ∆0, X − X̂ − λ∆0) = min

λ
(A2 − 2λB + λ2C2),

ãäå îáîçíà÷åíî

A2 = ‖X − X̂‖2, B = (X − X̂,∆0), C2 = ‖∆0‖2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè λ = 0 äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè, ïðè÷åì ìèíèìóì ïî
íàïðàâëåíèþ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó L. Ñëåäîâàòåëüíî, ìè-
íèìóì ïðàâîé ÷àñòè, ãäå ñòîèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, òàêæå äîëæåí äîñòèãàòüñÿ ïðè
λ = 0, ò. å. B = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

(X − X̂,∆) = 0 äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ L.

Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî X̂ ∈ L èìååò ìåñòî

(X − X̂, Y ) = 0 äëÿ ëþáîãî Y ∈ L.

Òîãäà
‖X − Y ‖2 = ‖(X − X̂)− (Y − X̂)‖2 =

= ‖X − X̂‖2 − 2(X − X̂, Y − X̂) + ‖Y − X̂‖2 = ‖X − X̂‖2 + ‖Y − X̂‖2 ≥ ‖X − X̂‖2,

è ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè Y = X̂. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X̂1 ∈ L

è X̂2 ∈ L òàêîâû, ÷òî

(X − X̂1, Y ) = 0, (X − X̂2, Y ) = 0 äëÿ ëþáîãî Y ∈ L,

òî, â ÷àñòíîñòè, (X − X̂1, X̂2 − X̂1) = 0 è (X − X̂2, X̂2 − X̂1) = 0. Âû÷èòàÿ îäíî

ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì ‖X̂2 − X̂1‖ = 0, ò. å. X̂2 = X̂1 ïî÷òè íàâåðíîå.
Ðàññìîòðèì äàëåå çàäà÷ó ïðîãíîçà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ðàç ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïî-

ëó÷åíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y1, Y2, . . . , Yn. Íàì ïðåäñòîèò ïðîâåñòè ñëåäóþùèé ïî
ñ÷åòó ýêñïåðèìåíò è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå íåãî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X. Ìîæåì ëè
ìû ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ñïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèå X, åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âåêòîðà (X, Y1, Y2, . . . , Yn) íàì èçâåñòíî?

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî âåêòîðà äèñêðåòíî èëè àáñîëþòíî
íåïðåðûâíî è âñå åãî êîìïîíåíòû îáëàäàþò êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè, ò. å.
ïðèíàäëåæàò H. Îáîçíà÷èì Y = (Y1, Y2, . . . , Yn). Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî
L ⊂ H âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà g(Y ), ãäå g ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé áîðåëåâ-
ñêîé ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî Eg2(Y ) <∞. Ìû áóäåì ïðèáëèæàòü X ôóíêöèÿìè îò óæå
èìåþùèõñÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ò. å. ýëåìåíòàìè èç L.
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Òåîðåìà 2. Íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ X ÿâëÿåòñÿ X̂ = E(X/Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî X̂ åñòü ôóíêöèÿ îò Y , ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî EX̂2 < ∞. Èìååì [E(X/v)]2 ≤ E(X2/v),
òàê êàê äèñïåðñèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíà. Îòñþäà ñëåäóåò íåðà-
âåíñòâî äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X̂2 ≤ E(X2/Y ) è äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
ýòèõ âåëè÷èí:

EX̂2 ≤ E[E(X2/Y )] = EX2 <∞.

Ïðîâåðèì äàëåå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè E[(X− X̂)g(Y )] = 0 äëÿ ëþáîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû g(Y ) ∈ L. Èìååì

E[Xg(Y )] = E[E(Xg(Y )/Y )] = E[g(Y )E(X/Y )] = E(X̂g(Y )).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4 Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ðàñïðåäåëåíèé.
Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

4.1 Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Â äàëüíåéøåì íàì ïðåäñòîèò èçó÷èòü çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë � òåîðåìó î ñõîäèìî-
ñòè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé � ïîíÿòèå ñëîæíîå è åå ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî-ðàçíîìó.
Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïû ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X, X1, X2, . . . çàäàíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàíåå óæå ââîäèëñÿ îäèí òèï ñõîäèìîñòè � ñõîäèìîñòü â
ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. Íàïîìíèì, ÷òî Xn → X â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, åñëè
E(Xn −X)2 → 0 ïðè n→∞. Äàëåå ââåäåì ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíå X, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0

P(|Xn −X| ≥ ε) → 0

ïðè n→∞.

Îáîçíà÷àòü áóäåì Xn
P→ X.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: äëÿ ëþáîãî ε > 0

P(|Xn −X| < ε) → 1.

Ïîÿñíèì ñìûñë íàïèñàííîãî. Ïðè ñáëèæåíèè Xn è X ðàñõîæäåíèå ìåæäó íèìè
äîëæíî â êàêîì-òî ñìûñëå óìåíüøàòüñÿ. Òî, ÷òî íàïèñàíî â îïðåäåëåíèè, îçíà÷àåò:
áîëüøèå ðàñõîæäåíèÿ (ò. å. êîãäà |Xn−X| ≥ ε) âîçìîæíû, íî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
òàêèõ ðàñõîæäåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü, êàê è ðàíåå,
Ω = [0, 1], S = B(Ω). Äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà A ⊂ Ω ïîëîæèì P(A) = λ(A), ãäå λ(A)
� äëèíà èíòåðâàëà. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X(ω) ≡ 0,

Xn(ω) =

{
1, ω ∈ [0, 1

n
],

0, èíà÷å.
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Xn(ω)1

1

ßñíî, ÷òî P(|Xn−X| ≥ ε) = 0 ïðè ε > 1. Åñëè æå ε ≤ 1, òî P(|Xn−X| ≥ ε) = 1/n→ 0
ïðè n→∞.

Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè îáëàäàåò ðÿäîì åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, òà-

êèì: åñëè Xn
P→ X, Yn

P→ Y , òî Xn + Yn
P→ X + Y .

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

P(|Xn + Yn −X − Y | ≥ ε) = P(|(Xn −X) + (Yn − Y )| ≥ ε) ≤

≤ P(|Xn −X|+ |Yn − Y | ≥ ε) ≤ P({|Xn −X| ≥ ε/2} ∪ {|Yn − Y | ≥ ε/2}) ≤
≤ P(|Xn −X| ≥ ε/2) + P(|Yn − Y | ≥ ε/2) → 0.

Ââåäåì åùå îäèí òèï ñõîäèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X ïî-

÷òè íàâåðíîå (ï. í.) (èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà), åñëè Xn(ω) → X(ω) ïðè n→∞
äëÿ âñåõ ω ∈ Ω \N , ãäå P(N) = 0.

Ìîæíî òàêæå çàïèñàòü: P{ω : Xn(ω) → X(ω)} = 1.
Ðàçáåðåìñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñîáûòèå {ω : Xn(ω) → X(ω)}. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

{Xn → X} =
∞⋂

k=1

∞⋃
n=1

⋂
m≥n

{
|Xm −X| ≤ 1

k

}
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 ñóùåñòâóåò n ≥ 1 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ m ≥ n

âûïîëíÿåòñÿ |Xm −X| ≤ 1

k
.

Çàïèøåì òàêæå ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå:

{Xn 9 X} =
∞⋃

k=1

∞⋂
n=1

⋃
m≥n

{
|Xm −X| > 1

k

}
.

Òåîðåìà 1. Ñõîäèìîñòü Xn → X ï. í. ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ε > 0
P
(

sup
m≥n

|Xm −X| ≥ ε
)
→ 0 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ¾P
(

sup
m≥n

|Xm − X| ≥ ε
)
→ 0

äëÿ ëþáîãî ε > 0¿ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ¾P

(
sup
m≥n

|Xm −X| > 1

k

)
→ 0 äëÿ ëþáîãî

k ≥ 1¿. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî k ≥ 1 òàêîå, ÷òî
1/k < ε, è íàîáîðîò: äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî ε < 1/k. Èìååì
äàëåå

P(Xn → X) = 1 ⇐⇒ P(Xn 9 X) = 0 ⇐⇒

⇐⇒ P

( ∞⋂
n=1

⋃
m≥n

{
|Xm −X| > 1

k

})
= 0 äëÿ ëþáîãî k ≥ 1.
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Íî ñîáûòèÿ
⋃

m≥n

{
|Xm − X| > 1

k

}
ñóæàþòñÿ ñ ðîñòîì n, ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà

íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

P

( ∞⋂
n=1

⋃
m≥n

{
|Xm −X| > 1

k

})
= lim

n→∞
P

( ⋃
m≥n

{
|Xm −X| > 1

k

})
=

= lim
n→∞

P

(
sup
m≥n

|Xm −X| > 1

k

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè Xn → X ï.í., òî Xn
P→ X.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ{
sup
m≥n

|Xm −X| ≥ ε

}
⊃
{
|Xn −X| ≥ ε

}
.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, ïîñòðîèì ïðèìåð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè, íî íå ñõî-
äèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå. Ìû ìîäèôèöèðóåì ïðèâåäåííûé âûøå (ñì. ðèñóíîê) ïðèìåð
ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî-ïðåæíåìó Xn áóäåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/n è 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 1/n, îäíàêî ìíîæåñòâà An,
íà êîòîðûõ Xn = 1, ñ ðîñòîì n áóäóò äâèãàòüñÿ ïî îòðåçêó [0, 1] òàê, ÷òî ëþáàÿ
òî÷êà îòðåçêà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç áóäåò ïîïàäàòü â òàêèå ìíîæåñòâà. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû îðãàíèçóåì ¾áåãàþùóþ¿ ñòóïåíüêó. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, ê ïðèìåðó,
åñëè ïîëîæèòü A1 = [0, 1], A2 = [0, 1/2], A3 = [1/2, 1/2 + 1/3], A4 = [5/6, 1] ∪ [0, 1/12],
A5 = [1/12, 1/12 + 1/5] è ò. ä. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn ñòóïåíüêà íà÷èíàåòñÿ ñ
òîé òî÷êè, ãäå çàêîí÷èëàñü ñòóïåíüêà ïðåäûäóùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn−1; åñëè
æå âñÿ ñòóïåíüêà íå óìåùàåòñÿ íà èíòåðâàëå [0, 1], òî òà åå ÷àñòü, êîòîðàÿ îêàçàëàñü
ïðàâåå åäèíèöû, ïåðåíîñèòñÿ â íà÷àëî èíòåðâàëà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âåñüìà ïîëåçíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî÷òè
íàâåðíîå.

Òåîðåìà 2. Åñëè ðÿä
∞∑

n=1

P(|Xn −X| ≥ ε) <∞

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ε > 0, òî Xn → X ï. í.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

P
(

sup
m≥n

|Xm −X| ≥ ε
)
≤ P

( ⋃
m≥n

{
|Xm −X| ≥ ε

2

})
≤

∞∑
m=n

P

(
|Xm −X| ≥ ε

2

)
→ 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè Xn
P→ X, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk òàêàÿ,

÷òî Xnk
→ X ï.í. ïðè k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k ≥ 1 âûáåðåì nk òàê, ÷òîáû

P

(
|Xnk

−X| ≥ 1

k

)
≤ 1

k2
,

è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùèì óòâåðæäåíèåì. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0 ïðè k ≥ k0 áóäåò èìåòü ìåñòî 1/k ≤ ε, ïîýòîìó

∞∑
k=k0

P
(
|Xnk

−X| ≥ ε
)
≤

∞∑
k=k0

P

(
|Xnk

−X| ≥ 1

k

)
≤

∞∑
k=k0

1

k2
<∞.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì êâàäðà-
òè÷åñêîì è ïî âåðîÿòíîñòè.

Òåîðåìà 3. Åñëè Xn → X â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, òî Xn
P→ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P(|Xn −X| ≥ ε) = P((Xn −X)2 ≥ ε2) ≤ E(Xn −X)2

ε2
→ 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. ×òîáû ïîäòâåðäèòü ýòî, âåðíåìñÿ ê óæå ðàññìîò-
ðåííîìó âûøå ïðèìåðó è ìîäèôèöèðóåì åãî. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xn ïðèíè-
ìàåò òåïåðü çíà÷åíèå n íà ìíîæåñòâå [0, 1

n
] è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ßñíî, ÷òî

êàê è ðàíåå, Xn
P→ 0 è äàæå Xn → 0 ïî÷òè íàâåðíîå, îäíàêî EX2

n = n 9 0.
Îäíîâðåìåííî çàìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñõîäèìîñòü

ïî÷òè íàâåðíîå íå ñëåäóåò. Ïîäòâåðæäåíèåì ñëóæèò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé ïåðåä
ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 2, â êîòîðîì EX2

n = 12 · 1
n

+ 02(1 − 1
n
) → 0, îäíàêî Xn íå

ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî÷òè íàâåðíîå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Xn → X ï.í. (èëè Xn
P→ X), g � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà

ìíîæåñòâå çíà÷åíèé X, òîãäà g(Xn) → g(X) ï.í. (g(Xn)
P→ g(X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Xn
P→ X è g(Xn) íå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê g(X). Òîãäà íàéäóòñÿ

÷èñëà δ > 0, ε > 0 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ n′ òàêèå, ÷òî

P(|g(Xn′)− g(X)| ≥ ε) > δ.

Íî Xn′
P→ X, çíà÷èò, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n′′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n′, äëÿ

êîòîðîé Xn′′ → X ï.í. Òîãäà g(Xn′′) → g(X) ï.í. è íåèçáåæíî g(Xn′′)
P→ g(X), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó äîïóùåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ôàêòà ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì óòâåðæäåíèåì.
Âòîðîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ïóñòü EX2 <∞, òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P(|X − EX| ≥ ε) ≤ DX

ε2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ê ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíå (X − EX)2:

P(|X − EX| ≥ ε) = P((X − EX)2 ≥ ε2) ≤ E(X − EX)2

ε2
.

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

4.2 Î ñõîäèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Ïóñòü òåïåðü Xn
P→ X è ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ EXn è EX. Ìîæ-

íî ëè óòâåðæäàòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî EXn → EX? Îòâåò îòðèöàòåëüíûé, ïîäòâåð-
æäåíèåì ýòîìó ñëóæèò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ïîìèìî ñõîäèìîñòè
ïî âåðîÿòíîñòè íàêëàäûâàòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ñõîäèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
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Òåîðåìà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü Xn
P→ X è |Xn| ≤ Y ïðè âñåõ

n, ãäå EY <∞. Òîãäà E|X| <∞ è E|Xn −X| → 0 ïðè n→∞.
Ðàçóìååòñÿ, îòñþäà ñëåäóåò EXn → EX, ïîñêîëüêó |EXn − EX| ≤ E|Xn −X|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò E|X|. Äëÿ ëþáûõ N > 0,

ε > 0
Emin(|X|, N) = lim

n→∞
E(min(|X|, N); |Xn −X| < ε) ≤

≤ lim
n→∞

Emin(|Xn|+ ε,N) ≤ lim
n→∞

E(|Xn|+ ε) ≤ EY + ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Emin(|X|, N) ≤ EY , òàê êàê ÷èñëî ε > 0 ïðîèçâîëüíî.
Îáðàçóåì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ZN =


N, åñëè |X| ≥ N ;

yk, åñëè yk ≤ |X| < yk+1,
,

ãäå y0 = 0, y1 = 1/2N , . . . , yN2N = N . ßñíî, ÷òî ZN ↗ |X| ïðè N → ∞ è ZN ≤
min(|X|, N). Ïîýòîìó

EZN ≤ Emin(|X|, N) ≤ EY

äëÿ ëþáîãî N , è îäíîâðåìåííî

E|X| = lim
N→∞

EZN ≤ EY <∞.

Äàëåå,

E|Xn −X| = E(|Xn −X|; |Xn −X| < ε) + E(|Xn −X|; |Xn −X| ≥ ε) ≤

≤ ε+ E(|Xn|+ |X|; |Xn −X| ≥ ε) ≤ ε+ E(Y + |X|; |Xn −X| ≥ ε) ≤ 2ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ≥ n0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàç çà ðàçîì ïîâòîðÿåòñÿ îäèí è òîò æå ñëó÷àéíûé ýêñïå-
ðèìåíò, è êàæäûé ðàç â ðåçóëüòàòå íåãî ìû èçìåðÿåì êàêóþ-òî õàðàêòåðèñòèêó.
Ïîëó÷àåì òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2 . . . . Èõ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü âçàèìíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íå âëèÿëè
äðóã íà äðóãà, à òàêæå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè (ò.å. èìåþùèìè îäíî è òî æå
ðàñïðåäåëåíèå), åñëè ýêñïåðèìåíòû ïî ñóòè ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà. Ïðèìåð òîìó �
ïîâòîðÿþùèåñÿ èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè. Ïðîèçâîäÿ áåç îãðàíè÷åíèé îäèí ýêñïåðèìåíò
çà äðóãèì, ìû ìîæåì îáíàðóæèòü ðÿä çàêîíîìåðíîñòåé â ïîëó÷àþùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäíà èç òàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, âîçíèêàþùàÿ ïðè
ìíîãîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû, óæå îáñóæäàëàñü â íà÷àëå êóðñà. Îíà ÿâëÿåò-
ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå
çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . .
íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïðè÷åì EX2

1 < ∞. Îáîçíà÷èì a = EX1,
Sn =

∑n
i=1Xi. Òîãäà ïðè n→∞

Sn

n

P→ a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

E(Sn/n) =
EX1 + . . .+ EXn

n
=
na

n
= a.

Îáîçíà÷èì σ2 = DX1 è ïðèìåíèì âòîðîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ê ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå Sn/n:

P

{∣∣∣∣Sn

n
− a

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ D(Sn/n)

ε2
=
nσ2

n2ε2
=

σ2

nε2
→ 0

ïðè n→∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Áåðíóëëè). Ïóñòü Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ

ñõåìû Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè. Òîãäà

Sn

n

P→ p

ïðè n→∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xi � ÷èñëî óñïåõîâ â i-ì èñïûòàíèè. Òîãäà Xi ⊂= Bp è

âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû. Çäåñü Sn = X1 + . . . + Xn, EXi = p è òåì
ñàìûì âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû.

Çàìå÷àíèÿ
1. Óñëîâèå EX2

1 <∞ â òåîðåìå çàâûøåíî. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâ, äàæå
åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïåðâûé ìîìåíò E|X1| <∞. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
ïðè òàêîì óñëîâèè ïîòðåáîâàëî áû á�îëüøèõ óñèëèé. Ìû ñäåëàåì ýòî ïîçæå, èçó÷èâ
äðóãîé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó.

2. ×èñëî a åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi, çäåñü óñðåä-
íåíèå ïðîèçâåäåíî ïî ïðîñòðàíñòâó çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïàðàìåòð
i = 1, . . . , n åñòü íîìåð ýêñïåðèìåíòà, åãî çíà÷åíèÿ ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê öåëî-
÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òåì ñàìûì

Sn

n
=
X1 + . . .+Xn

n

åñòü óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âðåìåíè.
Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè ñáëèæàåòñÿ ñî ñðåäíèì,

âû÷èñëåííûì ïî ïðîñòðàíñòâó çíà÷åíèé.
Îêàçûâàåòñÿ, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò �

íî öåíîé ãîðàçäî áîëüøèõ óñèëèé.
Òåîðåìà 2 (óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû

Sn

n
→ a ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0, èíà÷å
ìîæíî ïåðåéòè ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Yn = Xn − a.

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî m2 ≤ n < (m + 1)2. ßñíî,
÷òî n→∞ è m→∞ îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Sm2

m2

∣∣∣∣+ Ym

m2
,

ãäå Ym = max
m2+1≤n<(m+1)2

|Xm2+1 + . . .+Xn|. Ïîêàæåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà∣∣∣∣Sm2

m2

∣∣∣∣→ 0,
Ym

m2
→ 0
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ïðè m → ∞. Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, σ2 = DX1. Ïðèìåíèâ âòîðîå íåðàâåíñòâî
×åáûøåâà, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïîëó÷àåì

P

( ∣∣∣∣Sm2

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ DSm2

m4ε2
=
m2σ2

m4ε2
=
σ2

ε2

1

m2
,

ïîýòîìó
∞∑

m=1

P

( ∣∣∣∣Sm2

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ σ2

ε2

∞∑
m=1

1

m2
<∞,

ò. å.
Sm2

m2
→ 0 ï.í. ïðè m→∞. Äàëåå,

P

( ∣∣∣∣Ym

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= P

{ (m+1)2−1⋃
n=m2+1

( ∣∣∣∣Xm2+1 + . . .+Xn

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)}
≤

≤
(m+1)2−1∑
n=m2+1

P

{( ∣∣∣∣Xm2+1 + . . .+Xn

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)}
≤

≤
(m+1)2−1∑
n=m2+1

(n−m2)σ2

m4ε2
≤ 2m

2mσ2

m4ε2
,

∞∑
m=1

P

( ∣∣∣∣Ym

m2

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 4σ2

ε2

∞∑
m=1

1

m2
<∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Ym

m2
→ 0 ï. í. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë òàêæå ñïðàâåäëèâ òîëüêî ëèøü
ïðè íàëè÷èè ïåðâîãî ìîìåíòà ó X1, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âûõîäèò çà
ðàìêè íàøåãî êóðñà.

4.4 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ {Fn(y)} è
åùå îäíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y).

Îïðåäåëåíèå. Fn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê F ïðè n → ∞ (îáîçíà÷àåòñÿ Fn ⇒ F ), åñëè
äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè g

∞∫
−∞

g(y)dFn(y) →
∞∫

−∞

g(y)dF (y).

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è

∞∫
−∞

g(y)Pn(dy) →
∞∫

−∞

g(y)P (dy).

Ìîæíî ãîâîðèòü ïðîñòî î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé. Äàííîå îïðåäåëåíèå
ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

Eg(Xn) → Eg(X),
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ãäå Xn ⊂= Fn, X ⊂= F .
Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé ñëàáîé ñõîäèìîñòè). Fn ⇒ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Fn(y) → F (y) äëÿ êàæäîé òî÷êè y, â êîòîðîé F íåïðåðûâíà.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ìîæåò èìåòü íå áîëåå ñ÷åòíî-

ãî ìíîæåñòâà ðàçðûâîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü âñå ñêà÷êè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, âûäåëèâ ñíà÷àëà ñêà÷êè, ðàçìåð êîòîðûõ ïðåâûøàåò 1/2, çàòåì ñêà÷-
êè, ïðåâûøàþùèå 1/3, è ò. ä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fn ⇒ F â ñìûñëå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî y è ε > 0 ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ gε(t) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Îíà ðàâíà åäèíèöå ïðè t < y, íóëþ ïðè t ≥ y + ε, è ëèíåéíà íà
îòðåçêå [y, y + ε]:

-

6

y

gε(t)

y + ε

B
B
BB

Òàê êàê

Fn(y) =

y∫
−∞

gε(t)dFn(t) ≤
∞∫

−∞

gε(t)dFn(t),

òî

lim
n→∞

Fn(y) ≤ lim
n→∞

∞∫
−∞

gε(t)dFn(t) =

∞∫
−∞

gε(t)dF (t) ≤
y+ε∫
−∞

dF (t) = F (y + ε).

Óñòðåìèì ε→ 0. Åñëè y � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè F , òî

lim
n→∞

Fn(y) ≤ F (y).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, âçÿâ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

hε(t) = gε(t+ ε) =


1, t < y − ε,

0, t ≥ y,

ëèíåéíà, t ∈ [y − ε, y],

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

Fn(y) ≥
∞∫

−∞

hε(t)dFn(t),

lim
n→∞

Fn(y) ≥ F (y).

Óòâåðæäåíèå â îäíó ñòîðîíó äîêàçàíî. Îáðàòíî, ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ, |g(y)| ≤ C, è ïóñòü −M è N � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F òàêèå, ÷òî

F (−M) <
ε

5C
, 1− F (N) <

ε

5C
.

Òîãäà

Fn(−M) <
ε

4C
, 1− Fn(N) <

ε

4C

78



ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîýòîìó∣∣∣∣
∞∫

−∞

g(y)dFn(y)−
N∫

−M

g(y)dFn(y)

∣∣∣∣ ≤ C

(
ε

4C
+

ε

4C

)
=
ε

2
,

∣∣∣∣
∞∫

−∞

g(y)dF (y)−
N∫

−M

g(y)dF (y)

∣∣∣∣ ≤ C

(
ε

5C
+

ε

5C

)
=

2ε

5
<
ε

2
.

Äàëåå áóäåì îïåðèðîâàòü ñ èíòåãðàëàìè ïî ìíîæåñòâó [−M,N). Ïîñòðîèì íà
[−M,N) ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ gε ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ, êîòîðàÿ îòëè÷àëàñü
áû îò g ìåíåå ÷åì íà ε/2 è èìåëà ñêà÷êè ëèøü â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè F . Âíå
[−M,N) ïîëàãàåì gε ðàâíîé íóëþ. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, gε(y) = g(yi) íà èíòåðâàëå
[yi, yi+1), ãäå y0 = −M, . . . , yk = N , yi � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F . Òîãäà∣∣∣∣

N∫
−M

gε(y)dFn(y)−
N∫

−M

g(y)dFn(y)

∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

∣∣∣∣
N∫

−M

gε(y)dF (y)−
N∫

−M

g(y)dF (y)

∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èíòåãðàëû
∞∫

−∞
g(y)dFn(y) è

∞∫
−∞

g(y)dF (y)

îòëè÷àþòñÿ îò
N∫

−M

gε(y)dFn(y) è
N∫

−M

gε(y)dF (y) ñîîòâåòñòâåííî ìåíåå, ÷åì íà ε. Íî

N∫
−M

gε(y)dFn(y) =
k−1∑
i=0

g(yi)[Fn(yi+1)− Fn(yi)] →
k−1∑
i=0

g(yi)[F (yi+1)− F (yi)]

=

N∫
−M

gε(y)dF (y).

Ïîýòîìó

lim
n→∞

∞∫
−∞

g(y)dFn(y) ≤ ε+ lim
n→∞

N∫
−M

gε(y)dFn(y) = ε+

N∫
−M

gε(y)dF (y)

≤ 2ε+

∞∫
−∞

g(y)dF (y),

è àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ íèæíåãî ïðåäåëà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèÿ
1. Åñëè F íåïðåðûâíà, òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü Fn ⇒ F ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè

Fn(y) → F (y) ðàâíîìåðíî ïî âñåì y, ò. å. sup
y
|Fn(y)− F (y)| → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè y0 = −∞, y1, . . . , yk = ∞ òàêîâû, ÷òî

F (yi)− F (yi−1) ≤ ε/2.
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Òîãäà íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ n0

|Fn(yi)− F (yi)| ≤ ε/2 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k.

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî Fn(±∞) = F (±∞). Ïóñòü òåïåðü y ïðîèçâîëüíî. Äëÿ íåãî
íàéäåòñÿ ÷èñëî i òàêîå, ÷òî y ∈ [yi−1, yi). Òîãäà

Fn(y)− F (y) ≤ Fn(yi)− F (yi−1) ≤ F (yi) +
ε

2
− F (yi−1) ≤ ε,

Fn(y)− F (y) ≥ Fn(yi−1)− F (yi) ≥ F (yi−1)−
ε

2
− F (yi) ≥ −ε,

îòêóäà ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.
2. Åñëè Fn è F äèñêðåòíû è èìåþò ñêà÷êè â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ y1, y2, . . ., òî

ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü Fn ⇒ F ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè Fn(yi +0)−Fn(yi) → F (yi +0)−
F (yi).

3. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü Fn ⇒ F ðîâíûì ñ÷åòîì íè÷åãî íå ãîâîðèò î ñõîäèìîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ⊂= Fn, îíè âîîáùå ìîãóò áûòü çàäàíû íà ðàçíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äàæå åñëè îíè çàäàíû íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íè î êàêîé ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ìîæåò áûòü
ðå÷è.

Ïóñòü ïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè ìîíåòû X1 ðàâíî ÷èñëó âûïàâøèõ ãåðáîâ (X1

ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè), àX2 ðàâíî ÷èñëó âûïàâ-
øèõ ðåøåê. ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, X2, X1, X2, . . . íè ê ÷åìó íå ñõîäèòñÿ,
õîòÿ âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü Fn(y) = U− 1

n
,0(y). Çäåñü Fn(y) → I0(y) äëÿ âñåõ y, êðîìå

òî÷êè ðàçðûâà y = 0.

Òåîðåìà 2. Åñëè Xn
P→ X, òî FXn ⇒ FX . Îáðàòíîå íåâåðíî. Îäíàêî åñëè FX =

Ia � âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå, òî èç FXn ⇒ Ia ñëåäóåò Xn
P→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

g(Xn)
P→ g(X), è â ñèëó òåîðåìû î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè Eg(Xn) → Eg(X), ÷òî

äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Äàëåå, åñëè FXn ⇒ Ia, òî

P(|Xn − a| < ε) = P(a− ε < Xn < a+ ε) ≥ P(a− ε

2
≤ Xn < a+ ε) =

= FXn(a+ ε)− FXn(a− ε

2
) → 1,

ïîñêîëüêó a + ε è a − ε

2
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fa. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ ñëàáîé

ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé FSn/n ⇒ Fa.

4.5 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Íàðÿäó ñ âåùåñòâåííîçíà÷íûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
è êîìïëåêñíîçíà÷íûå âèäà X1 + iX2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

E(X1 + iX2) = EX1 + iEX2.
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Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1+iX2 è Y1+iY2 ìîæíî ïîíèìàòü êàê íåçàâèñè-
ìîñòü σ-àëãåáð σ(X1, X2) è σ(Y1, Y2), ïîðîæäåííûõ ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè (X1, X2)
è (Y1, Y2). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü òàêæå äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
âûïîëíåíèå âñåõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (êðîìå, ðàçóìååòñÿ,
òåõ, ãäå ñðàâíèâàþòñÿ âåëè÷èíû áåç ìîäóëÿ), âêëþ÷àÿ ñâîéñòâî E(XY ) = EXEY
äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (õ. ô.) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
íàçûâàåòñÿ

ϕX(t) = EeitX =

∞∫
−∞

eitydFX(y) =

∞∫
−∞

cos ty dFX(y) + i

∞∫
−∞

sin ty dFX(y), −∞ < t <∞.

Åñëè FX àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî õ. ô. åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìååì

ϕX(t) =


∞∑

k=1

eitykP(X = yk) (äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé),

∞∫
−∞

eityfX(y)dy (äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòüþ).

Õ.ô. âñåãäà ñóùåñòâóåò, òàê êàê

|ϕX(t)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

eitydFX(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

∣∣eity
∣∣ dFX(y) = 1.

Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1. ϕX(0) = 1, |ϕX(t)| ≤ 1.

2. ϕaX+b(t) = eitbϕX(at), ϕX(t) = ϕX(−t) = ϕ−X(t).

3. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû, òî

ϕX1+...+Xn(t) = ϕX1(t) . . . ϕXn(t).

4. Åñëè ñóùåñòâóåò E|X|k <∞, k ≥ 1, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ k-ÿ ïðîèçâîä-

íàÿ ϕ
(k)
X (t) è ϕ

(k)
X (0) = ikEXk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

iyeitydFX(y)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

|y|dFX(y) <∞,

ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

ϕ′X(t) =

 ∞∫
−∞

eitydFX(y)

′

=

∞∫
−∞

iyeitydFX(y).

Äàëüøå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ïðè l < k

ϕ
(l)
X (t) =

∞∫
−∞

(iy)leitydFX(y),
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òîãäà

ϕ
(l+1)
X (t) =

∞∫
−∞

(iy)l+1eitydFX(y)

â ñèëó ðàâíîìåðíîé ïî t ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè. Èòàê,

ϕ
(k)
X (t) =

∞∫
−∞

(iy)keitydFX(y),

è îñòàåòñÿ ïîëîæèòü t = 0 â ýòîì âûðàæåíèè.
Óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé.

|ϕ(k)
X (t+ h)− ϕ

(k)
X (t)| =

∣∣∣∣ik
∞∫

−∞

yk
(
ei(t+h)y − eity

)
dFX(y)

∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

|y|k
∣∣eihy − 1

∣∣dFX(y) → 0

â ñèëó òåîðåìû î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ò. ê. eiXh − 1 → 0 ïðè h→ 0, è, êðîìå
òîãî,

|X|k
∣∣eihX − 1

∣∣ ≤ 2|X|k, E|X|k <∞.

Ñëó÷àé k = 0 íå èñêëþ÷àåòñÿ, ò. å. ìû óñòàíîâèëè êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, ÷òî õ. ô.
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

5. Åñëè E|X|k <∞, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0

ϕX(t) = 1 +
k∑

j=1

(it)j

j!
EXj + o(|t|k).

Ïðèìåðû.

1. Åñëè X ⊂= Ia, òî ϕa(t) = eiat.

2. Åñëè X ⊂= Πλ, òî

ϕX(t) =
∞∑

k=0

eitkλk

k!
e−λ = exp{λ(eit − 1)}.

3. Ïóñòü X ⊂= Φα,σ2 . Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî X = σY + α, ãäå Y ⊂= Φ0,1. Çíà÷èò,
ϕX(t) = eiαtϕY (σt). Íàéäåì ϕY (t). Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòó ôóíêöèþ ïî t, ïîëó÷èì

ϕ′Y (t) =
1√
2π

∞∫
−∞

iyeity− y2

2 dy =
1√
2π

∞∫
−∞

ieityd
(
− e−

y2

2

)
=

=
1√
2π

[
− ieity− y2

2

∣∣∣∣∞
−∞

−
∞∫

−∞

teity− y2

2 dy

]
= −tϕY (t),

ò. å. [lnϕY (t)]′ = −t. Îòñþäà ïîëó÷àåì

lnϕY (t) = −t
2

2
+ C.
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Ïîñêîëüêó ϕY (0) = 1, òî C = 0,

ϕY (t) = e−
t2

2 , ϕX(t) = eiαt−σ2t2

2 .

Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, óäîáíî íàõîäèòü ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Äàëåå ìû óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Òåîðåìà (ôîðìóëà îáðàùåíèÿ). Åñëè F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à ϕ � ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åé õ. ô., òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè x è y ôóíêöèè F

F (y)− F (x) =
1

2π
lim
σ→0

∞∫
−∞

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)e−t2σ2

dt.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(t)/t èíòåãðèðóåìà íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ñòàíîâèò-
ñÿ çàêîííûì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ýòîé ôîðìóëå, è ìîæíî
çàïèñàòü

F (y)− F (x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü
f(y) = F ′(y), à õ.ô. ϕ(t) èíòåãðèðóåìà. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f(u) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ituϕ(t)dt

è

F (y)− F (x) =

y∫
x

f(u)du =
1

2π

y∫
x

∞∫
−∞

e−ituϕ(t)dtdu =

=
1

2π

∞∫
−∞

y∫
x

e−ituduϕ(t)dt =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt.

Ïåðåìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ çäåñü âîçìîæíà â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíê-
öèè ϕ(t).

Ïóñòü òåïåðü F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïóñòü (X,Y ) � ñëó-
÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FX,Y (u, v) = F (u)Φ0,1(v),
ò.å. X è Y íåçàâèñèìû, X ⊂= F , Y ⊂= Φ0,1. Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Zk = σk

√
2Y ⊂= Φ0,2σ2

k
.

Åñëè σk → 0, òî ïî÷òè íàâåðíîå Zk → 0 è X+Zk → X. Ñëåäîâàòåëüíî, FX+Zk
⇒ FX .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X + Zk áóäåò îáëàäàòü ïëîòíîñòüþ è åå õ.
ô., ðàâíàÿ ϕ(t)e−t2σ2

k , èíòåãðèðóåìà. Ïîýòîìó

FX+Zk
(y)− FX+Zk

(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)e−t2σ2

kdt.
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Åñëè x è y � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F , òî F (y)− F (x) = lim
σk→0

(FX+Zk
(y)− FX+Zk

(x)).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå 1. Õ. ô. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åå ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ è èç òîãî, ÷òî ðàçíîñòè F (y)−F (x)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò F . Äîñòàòî÷íî äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå îáðàùåíèÿ óñòðåìèòü
x→ −∞.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X1 ⊂= Πλ1, X2 ⊂= Πλ2, X1 è X2 íåçàâèñèìû, òîãäà
X1 +X2 ⊂= Πλ1+λ2.

Ýòîò ôàêò óæå äîêàçûâàëñÿ ðàíåå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Òåïåðü ìû ïðèâîäèì
íîâîå äîêàçàòåëüñòâî:

ϕX1+X2(t) = exp{λ1(e
it − 1)} exp{λ2(e

it − 1)} = exp{(λ1 + λ2)(e
it − 1)},

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Πλ1+λ2 .
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X1 è X2 íåçàâèñèìû, X1 ⊂= Φα1, σ2

1
, X2 ⊂= Φα2, σ2

2
. Òîãäà

X1 +X2 ⊂= Φα1+α2, σ2
1+σ2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ϕX1+X2(t) = eiα1t−σ2
1t2

2 eiα2t−σ2
2t2

2 = ei(α1+α2)t− (σ2
1+σ2

2)t2

2 ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Φα1+α2, σ2
1+σ2

2
.

Åñëè X � öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç õ. ô. çàìåíîé z = eit:

ψX(z) = EzX =
∑

k

zkP(X = k), |z| = 1.

Î÷åâèäíî, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ëîðàíà. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé

P(X = k) =
1

2πi

∫
|z|=1

ψX(z)z−k−1dz,

êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò âîñïðèíèìàòüñÿ êàê âàðèàíò ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.
Òåîðåìà î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, à {ϕn} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õ. ô.
Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè Fn ⇒ F , ãäå F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕn(t) → ϕ(t) ïðè êàæäîì t, ãäå ϕ � õ. ô., ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèþ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòî: ïðè êàæäîì t ôóíêöèè
cos ty è sin ty íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó

∞∫
−∞

cos ty dFn(y) →
∞∫

−∞

cos ty dF (y),

∞∫
−∞

sin ty dFn(y) →
∞∫

−∞

sin ty dF (y),
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕn(t) =

∞∫
−∞

cos ty dFn(y)+ i

∞∫
−∞

sin ty dFn(y) →
∞∫

−∞

cos ty dF (y)+ i

∞∫
−∞

sin ty dF (y) = ϕ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Îáîçíà÷èì C0 ìíî-
æåñòâî íåïðåðûâíûõ ôèíèòíûõ (ò. å. îáðàùàþùèõñÿ â 0 âíå íåêîòîðîãî îòðåçêà)
ôóíêöèé è áóäåì ïèñàòü ïðîñòî

∫
, åñëè èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåé âåùå-

ñòâåííîé îñè.
Ëåììà 1. Ïóñòü

∫
g dFn →

∫
g dF äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C0. Òîãäà Fn ⇒ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì gε ∈ C0 òàê, ÷òîáû

0 ≤ gε(y) ≤ 1,

∫
(1− gε(y))dF (y) ≤ ε.

Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîëîæèâ gε(y) = 1 ïðè y ∈ [−N,N ] è 0 ≤ gε(y) ≤ 1 ïðè
|y| > N (ñ ñîõðàíåíèåì ôèíèòíîñòè), ãäå ÷èñëî N íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî F (−N) +
1− F (N) < ε.

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ g,
|g(y)| ≤ K <∞. Òîãäà ggε ∈ C0 è∣∣∣∣ ∫ (1− gε)g dFn

∣∣∣∣ ≤ K

(
1−

∫
gε dFn

)
→ K

(
1−

∫
gε dF

)
≤ Kε.

Ïîýòîìó

lim

∣∣∣∣ ∫ g dFn −
∫
g dF

∣∣∣∣ ≤
≤ lim

{∣∣∣∣ ∫ (1− gε)g dFn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ ggε dFn −
∫
ggε dF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ (1− gε)g dF

∣∣∣∣} ≤ 2Kε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì C0

k ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, k ≥ 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü
∫
g dFn →

∫
g dF äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C0

k ïðè íåêîòîðîì
k ≥ 1. Òîãäà Fn ⇒ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáóþ ôóíêöèþ g ∈ C0 ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ôóíê-
öèåé g̃ ∈ C0

k . Ê ïðèìåðó, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðîöåññîì. Ïîñêîëüêó
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî |g(u) − g(y)| < ε ïðè |u − y| < δ
(ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè g), òî ïîëîæèâ

g̃(y) =
1

2δ

y+δ∫
y−δ

g(u) du,

áóäåì èìåòü

|g̃(y)− g(y)| ≤ 1

2δ

y+δ∫
y−δ

|g(u)− g(y)| du ≤ ε.

Ôóíêöèÿ g̃ óæå áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è ïî-ïðåæíåìó ôèíèòíîé. Ïî-
âòîðèâ ýòó îïåðàöèþ äâàæäû, ïîëó÷èì äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôè-

íèòíóþ ôóíêöèþ è ò. ä. Èòàê, ïóñòü g ∈ C0, g̃ ∈ C0
k òàêèå, ÷òî |g̃(y) − g(y)| ≤ ε

3
,
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òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n∣∣∣∣ ∫ g dFn −
∫
g dF

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ (g − g̃) dFn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ g̃ dFn −
∫
g̃ dF

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ (g − g̃) dF

∣∣∣∣ ≤ ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 3 (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ). Ïóñòü g ∈ C0

k ïðè íåêîòîðîì k ≥ 2, X ⊂= F ,
òîãäà

Eg(X) =

∫
g(y)dF (y) =

1

2π

∫
ϕ(−t)ĝ(t)dt,

ãäå ϕ(t) = EeitX , ĝ(t) =
∫
eityg(y)dy.

Åñëè F èìååò ïëîòíîñòü f = F ′, òî ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ â áîëåå
ïðèâû÷íîì âèäå ∫

g(y)f(y)dy =
1

2π

∫
ϕ(−t)ĝ(t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ |ĝ(t)| îãðàíè÷åíà. Êðîìå òîãî, ïðè t 6= 0

ĝ(t) =

∞∫
−∞

eityg(y)dy =

∞∫
−∞

g(y)d

(
eity

it

)
=

[
g(y)eity

it

∣∣∣∣∞
−∞

− 1

it

∞∫
−∞

eityg′(y)dy

]
=

= − 1

it

∞∫
−∞

eityg′(y)dy = . . . =
(−1)k

(it)k

∞∫
−∞

eityg(k)(y)dy.

Îòñþäà

|ĝ(t)| ≤ C

|t|k
, k ≥ 2,

ïîýòîìó ĝ(t) � àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

g(y) =
1

2π

∫
e−ityĝ(t)dt,

îòêóäà

Eg(X) = E
1

2π

∫
e−itX ĝ(t)dt =

1

2π

∫
Ee−itX ĝ(t)dt =

1

2π

∫
ϕ(−t)ĝ(t)dt.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î íåïðåðûâíîì ñî-

îòâåòñòâèè. Ïóñòü ϕn(t) → ϕ(t) ïðè âñåõ t. Òîãäà äëÿ âñÿêîé g ∈ C0
k ïðè k ≥ 2 èìååò

ìåñòî ∫
g(y) dFn(y) =

1

2π

∫
ϕn(−t)ĝ(t)dt,

è ôóíêöèÿ |ϕn(−t)ĝ(t)| ≤ |ĝ(t)| èíòåãðèðóåìà. Ïî òåîðåìå î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìî-
ñòè ïðàâàÿ ÷àñòü ñõîäèòñÿ ê

1

2π

∫
ϕ(−t)ĝ(t)dt =

∫
g(y) dF (y).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Âåðíåìñÿ ê çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë. Ìû åãî äîêàçàëè ðàíåå ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû Xn îáëàäàþò êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì. Ïîëüçóÿñü àïïàðàòîì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Õèí÷èíà (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . .
íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïðè÷åì E|X1| < ∞. Îáîçíà÷èì a = EX1,
Sn =

∑n
i=1Xi. Òîãäà ïðè n→∞

Sn

n

P→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ñõîäèìîñòè ê êîíñòàíòå, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî FSn/n ⇒ Ia, à äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ϕSn/n(t) → eita.

Èìååì äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t

ϕSn/n(t) = ϕSn

(
t/n
)

=

[
1 +

ita

n
+ o

(
t

n

)]n

,

lnϕSn/n(t) = n ln

(
1 +

ita

n
+ o

(
t

n

))
= n

(
ita

n
+ o

(
t

n

))
→ ita.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.6 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Êàê è ðàíåå, áóäåì èìåòü äåëî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ X1, X2, . . . íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Sn = X1 + . . .+Xn.

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè
âèäà P(A ≤ Sn ≤ B) ïðè áîëüøèõ n. Ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ïðè ïëàíèðîâàíèè
ïðîèçâîäñòâà, ïîñêîëüêó îáùàÿ âûðàáîòêà ïðîäóêöèè ïðåäïðèÿòèåì çà ñìåíó ñêëà-
äûâàåòñÿ èç ñëó÷àéíûõ îáúåìîâ ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííûõ îòäåëüíûìè ðàáî÷èìè.
Âû÷èñëåíèå ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ ïîêàçàòåëåé â ýêîíîìèêå, ñîöèîëîãèè, äåìîãðàôèè,
ñòàòèñòèêå òàêæå ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ñâåðòêè. Îäíàêî åå ïðèìåíåíèå ñîïðÿ-
æåíî ñ íåïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè, â îñîáåííîñòè åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Áîëåå ïðîäóêòèâíûìè îêàçàëèñü ìåòîäû
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñóìì.

Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñóììû â èíòåðâàë (èëè
îòðåçîê) äîñòàòî÷íî çíàòü åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî èñêàòü
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì. Îêàçàëîñü, ÷òî â øèðîêèõ óñëîâè-
ÿõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåìíîãî ïîäïðàâëåííûõ (à òî÷íåå ñòàíäàðòèçîâàííûõ)
ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñáëèæàþòñÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî çàêîíà, åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ âîçðàñòàåò.

Ýòîò ýôôåêò ìîæíî íàáëþäàòü íà ïðèìåðàõ. Ïóñòü âñå Xi íåçàâèñèìû è èìåþò
ðàâíîìåðíîå íà [0,1] ðàñïðåäåëåíèå. Âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ ñâåðòîê ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 + X2, X1 + X2 + X3 (ýòî íåòðóäíî) è óâèäèì,
÷òî èõ ãðàôèêè î÷åíü áûñòðî íà÷èíàþò íàïîìèíàòü ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ:
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t

fX1+X2+X3(t)

Ïîñëåäíèé ãðàôèê ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì òðåõ êâàäðàòè÷åñêèõ ïàðàáîë. Äëÿ
fX1+X2+X3+X4(t) ãðàôèê áóäåò ñêëåèâàòüñÿ èç êóáè÷åñêèõ ïàðàáîë; óæå äëÿ ñóììû
ïÿòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà ãëàç òðóäíî ðàçëè÷èòü ãðàôèê ïîëó÷åííîé ïëîòíîñòè
îò ãàóññîâñêîé êðèâîé.

Òàêóþ æå çàêîíîìåðíîñòü ìû ìîæåì íàáëþäàòü, åñëè ðèñîâàòü ãðàôèêè ïëîò-
íîñòè ñóìì â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå Xi ⊂= Eα. Òîãäà, êàê ìû âèäåëè, Sn ⊂= Γα,n,
è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n êðèâàÿ ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñòÿãèâàÿñü
âïðàâî, âñå áîëüøå áóäåò íàïîìèíàòü ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òîëü-
êî ñèëüíî âûòÿíóòóþ è ñìåùåííóþ âïðàâî. ×òîáû â ïðåäåëå ïîëó÷àëàñü ïëîòíîñòü
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, ñóììû íàäî ïîäïðàâëÿòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
ñòàíäàðòèçàöèè.

Ýòè íàáëþäåíèÿ èëëþñòðèðóþò âàæíóþ çàêîíîìåðíîñòü, î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü
íèæå.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ). Ïóñòü X1, X2 . . . � íåçàâèñèìûå
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EX2

1 <∞. Îáî-
çíà÷èì Sn = X1 + . . .+Xn, a = EX1, σ

2 = DX1, è ïóñòü σ
2 > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y

P

(
Sn − na

σ
√
n

< y

)
= FSn−na

σ
√

n
(y) → Φ0,1(y) =

1
√

2π

y∫
−∞

e−t2/2 dt

ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî õ. ô. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Sn − na

σ
√
n

ñõîäèòñÿ ê exp{−t2/2}, ò. å. ê õ. ô. ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáî-
çíà÷èì äëÿ óäîáñòâà Yk = Xk − a, k = 1, 2, . . .. Òîãäà EYk = 0, EY 2

k = DXk = σ2,
Sn − na = Y1 + . . .+ Yn,

ϕY1+...+Yn
σ
√

n

(t) = ϕn
Y1

(
t

σ
√
n

)
=

(
1− σ2t2

2σ2n
+ o

(
t2

n

))n

,

lnϕn
Y1

(
t

σ
√
n

)
= n ln

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))
= n

(
− t2

2n
+ o

(
t2

n

))
→ −t

2

2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèÿ
1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ESn = na,

√
DSn =

√
nσ2 = σ

√
n, ò. å. ê ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíå Sn â òåîðåìå ïðèìåíåíà îïåðàöèÿ ñòàíäàðòèçàöèè;

E

(
Sn − na

σ
√
n

)
= 0, D

(
Sn − na

σ
√
n

)
= 1.

2. Ñõîäèìîñòü â ÖÏÒ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî âñåì y, ò. å.

sup
y

∣∣∣∣P(Sn − na

σ
√
n

< y

)
− Φ0,1(y)

∣∣∣∣→ 0

ïðè n→∞. Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ÖÏÒ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå: äëÿ ëþáûõ A ≤ B

P

(
A ≤ Sn − na

σ
√
n

≤ B

)
→

1
√

2π

B∫
A

e−t2/2 dt.

Èìåííî òàêàÿ ôîðìà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Äåëàåòñÿ ýòî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî íàéòè âåðîÿòíîñòü
P(C ≤ Sn ≤ D) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Ïåðâîå, ÷òî ìû äîëæíû ñäåëàòü, ýòî
ïîäîãíàòü íàøå âûðàæåíèå ïîä ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû:

P(C ≤ Sn ≤ D) = P

(
C − na

σ
√
n

≤ Sn − na

σ
√
n

≤ D − na

σ
√
n

)
,

ïîñëå ÷åãî îáúÿâëÿåì ýòó âåðîÿòíîñòü ïî÷òè ðàâíîé

1
√

2π

B∫
A

e−t2/2 dt = Φ0,1(B)− Φ0,1(A),

ãäå

A =
C − na

σ
√
n
, B =

D − na

σ
√
n
.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ0,1(y) îáû÷íî íàõîäÿòñÿ èç òàáëèö.
4. Êîëü ñêîðî ìû çàìåíÿåì äîïðåäåëüíîå âûðàæåíèå â ÖÏÒ ïðåäåëüíûì, âîçíè-

êàåò âîïðîñ î âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì ïðè ýòîì. Ýòî âîïðîñ î
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò (ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà).

Íåðàâåíñòâî Áåððè � Ýññååíà. Ïóñòü E|X1|3 <∞, òîãäà

sup
y

∣∣∣∣P(Sn − na

σ
√
n

< y

)
− Φ0,1(y)

∣∣∣∣ < µ

2σ3
√
n
,

ãäå µ = E|X1 − EX1|3.
5. Óñëîâèå EX2

1 <∞ çäåñü ñóùåñòâåííî. À âîò òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ìîæíî
îñëàáèòü, äîïóñêàÿ íåáîëüøóþ çàâèñèìîñòü. Óòâåðæäåíèå ÖÏÒ ñîõðàíèòñÿ â ñèëå
ïðè ýòîì. Òî÷íî òàê æå ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü íåîäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåíû, õîòÿ âñå ðàâíî îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èõ ðàñïðåäåëåíèÿ
íóæíî íàêëàäûâàòü: íåëüçÿ äîïóñêàòü, ÷òîáû îäíî èëè íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ ñèëüíî
âûäåëÿëèñü íà ôîíå äðóãèõ. Ðàçóìååòñÿ, òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ìû çäåñü íå äàåì.
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6. ×àñòíûì ñëó÷àåì ÖÏÒ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà �
Ëàïëàñà, êîòîðàÿ èñòîðè÷åñêè ïîÿâèëàñü ðàíüøå ÖÏÒ.

Òåîðåìà. Ïóñòü Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà
â îäíîì èñïûòàíèè. Òîãäà ïðè n→∞

P

(
A ≤ Sn − np√

np (1− p)
≤ B

)
→

1
√

2π

B∫
A

e−t2/2 dt.

Çäåñü Sn ðàâíî ñóììå íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêî-
íó Áåðíóëëè; a = p, σ2 = p (1− p).

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ÖÏÒ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 1000 ðàç áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ
êîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ñóììó âûïàâøèõ î÷êîâ. ßñíî, ÷òî

P(1000 ≤ Sn ≤ 6000) = 1.

Ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà Sn ëåæèò âíóòðè èíòåðâàëà äëèíîé 5000. Âîïðîñ: íàìíî-
ãî ëè óìåíüøèòñÿ ðàçìåð èíòåðâàëà, åñëè ìû çàõîòèì óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü äî
0.95? Îêàçûâàåòñÿ, áîëåå ÷åì â 20 ðàç. Ýòîò íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò íåâîçìîæíî
ïðåäâèäåòü, à âîò ïðèìåíåíèå ÖÏÒ ñðàçó æå ïðèâîäèò íàñ ê íåìó.

Äåéñòâèòåëüíî, Sn åñòü ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü:
a = EX1 = 3.5, EX2

1 = 91/6, σ2 = DX1 = 35/12. Â ñèëó ÖÏÒ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà (Sn − 3500) /

√
1000 · 35/12 èìååò ïî÷òè ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

(÷èñëî n âåëèêî!), ïîýòîìó

P

(
−1.96 <

Sn − 3500√
1000 · 35/12

< 1.96

)
'

1
√

2π

1.96∫
−1.96

e−t2/2 dt = 0.95.

Ïîñëåäíåå ìû çàðàíåå íàõîäèì èç òàáëèö. Òàêèì îáðàçîì,

P(|Sn − 3500)| < 1.96
√

1000 · 35/12) ' 0.95, 1.96
√

1000 · 35/12 = 105.85 . . . .

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ÖÏÒ ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(y1, . . . , yk) îïðåäåëåíà íà k-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå V . Òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

a =

∫
. . .

∫
V

g(y1, . . . , yk)dy1 . . . dyk.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî |g(y1, . . . , yk)| ≤ C ïðè
(y1, . . . , yk) ∈ V . Îáîçíà÷èì Y = (Y1, . . . , Yk) ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà V . Òîãäà

Eg(Y1, . . . , Yk) =

∫
. . .

∫
V

g(y1, . . . , yk)dy1 . . . dyk = a,

σ2 = Dg(Y1, . . . , Yk) =

∫
. . .

∫
V

(g(y1, . . . , yk)− a)2dy1 . . . dyk ≤ 4C2.
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Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (Y
(i)
1 , . . . , Y

(i)
k ), i = 1, . . . , n,

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ (Y1, . . . , Yk), è ïóñòüXi = g(Y
(i)
1 , . . . , Y

(i)
k ). Âñå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òîãäà â ñèëó ÇÁ× ïðè
áîëüøèõ n

Sn

n
=
X1 + . . .+Xn

n
≈ EX1 = a.

Ýòî ñîîáðàæåíèå è ëåæèò â îñíîâàíèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Âåêòîðû (Y
(i)
1 , . . . , Y

(i)
k )

îáû÷íî ìîäåëèðóþò ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Âîïðîñ ñòîèò î âûáîðå
÷èñëà n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàñ âïîëíå óñòðîèò, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê
åäèíèöå, ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâûøàëà ìàëîé âåëè÷èíû ∆. Òîãäà
â ñèëó ÖÏÒ

P

(∣∣∣∣Sn

n
− a

∣∣∣∣ < ∆

)
= P

(∣∣∣∣Sn − na

σ
√
n

∣∣∣∣ < ∆
√
n

σ

)
≥ P

(∣∣∣∣Sn − na

σ
√
n

∣∣∣∣ < ∆
√
n

2C

)
≈

≈ Φ0,1

(
∆
√
n

2C

)
− Φ0,1

(
− ∆

√
n

2C

)
= 1− 2Φ0,1

(
− ∆

√
n

2C

)
.

Âûáèðàÿ ÷èñëî n äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìîæåì ñäåëàòü ïîëó÷åííóþ âåðîÿòíîñòü
êàê óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòîé îöåíêè ìû âîñïîëüçî-
âàëèñü âåñüìà ãðóáîé îöåíêîé äëÿ äèñïåðñèè.

4.7 Îöåíêà òî÷íîñòè â òåîðåìå Ïóàññîíà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííóþ ðàíåå îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè â òåîðåìå î ïðèáëèæåíèè Ïóàññîíà äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü Sn � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì
èñïûòàíèè.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ {0, 1, 2, . . . , n}∣∣∣∣P(Sn ∈ A)−
∑
k∈A

(np)k

k!
e−np

∣∣∣∣ < np2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìûì ìåòîäîì îäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êîëü ñêîðî â òåîðåìå ðå÷ü èäåò î ñáëèæåíèè
ðàñïðåäåëåíèé è íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì, ãäå çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî ìû ìîæåì ïîäîáðàòü óäîáíîå äëÿ íàñ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è
çàäàòü íà íåì îäíîâðåìåííî Sn è ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëå-
íèåì. Ïîñëå ÷åãî îöåíèì áëèçîñòü ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü Ω = [0, 1], S = B(Ω). Äëÿ âñÿêîãî èíòåðâàëà A ⊂ Ω ïîëîæèì P(A) = λ(A),
ãäå λ(A) � äëèíà èíòåðâàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà [0, 1] íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
áðîñàþòñÿ n òî÷åê, îáîçíà÷èì èõ êîîðäèíàòû Y1, . . . , Yn. Ýòî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå U0,1. Ïîñòðîèì íà ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå íîâûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äëÿ i = 1, . . . , n ïîëîæèì

Xi =

{
0, åñëè Yi < 1− p,

1, åñëè Yi ≥ 1− p,

X∗
i =

{
0, åñëè Yi < e−p = π0,

k ≥ 1, åñëè Yi ∈ [πk−1, πk),
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ãäå

πk = e−p

(
1 + . . .+

pk

k!

)
, P(X∗

i = k) = πk − πk−1 = e−pp
k

k!
.

-

6

0
Yi

Xi

1

1− p 1
-

6

0
Yi

X∗
i

1

π0 π1 1

Çàìåòèì, ÷òî π0 = e−p > 1 − p, ïîýòîìó Xi 6= X∗
i òîëüêî åñëè Yi ∈ [1 − p, π0) èëè

Yi ∈ [π1, 1]. Çíà÷èò, ïðè êàæäîì i

P(Xi 6= X∗
i ) = (e−p − 1 + p) + (1− e−p − pe−p) = p(1− e−p) < p2.

Î÷åâèäíî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Bp,
Sn = X1 + . . .+Xn ⊂= Bn,p. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X∗

i òàêæå íåçàâèñèìû è
S∗n = X∗

1 + . . .+X∗
n ⊂= Πnp. Èìååì

P(Sn 6= S∗n) ≤ P(∪
i
{Xi 6= X∗

i }) < np2.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ {0, 1, 2, . . . , n}

P(Sn ∈ A) = P(Sn ∈ A, Sn = S∗n) + P(Sn ∈ A, Sn 6= S∗n) =

= P(S∗n ∈ A)−P(S∗n ∈ A, Sn 6= S∗n) + P(Sn ∈ A, Sn 6= S∗n),

òî åñòü

|P(Sn ∈ A)−P(S∗n ∈ A)| = |P(Sn ∈ A, Sn 6= S∗n)−P(S∗n ∈ A, Sn 6= S∗n)| ≤

≤ max(P(S∗n ∈ A, Sn 6= S∗n),P(Sn ∈ A, Sn 6= S∗n)) ≤ P(Sn 6= S∗n) < np2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5 Öåïè Ìàðêîâà

5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû èçó÷àëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé
(íàïðèìåð, â ñõåìå Áåðíóëëè) è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò çàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

Ïóñòü íåêîòîðûé îáúåêò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì
èç ñîñòîÿíèé Ek, ãäå k = 0,±1,±2, . . .; ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îí ìîæåò ïåðåõîäèòü èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Âðåìÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíîå: n = 0, 1, 2, . . ..
Ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäÿò íåêèì ñëó÷àéíûì îáðàçîì, îäíàêî
íîìåð êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, è îò íîìåðà
ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
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1. Îáúåêò � íàñåëåíèå ãîðîäà, ñîñòîÿíèå � ÷èñëî áîëüíûõ ãðèïïîì, îòìå÷àåìîå
åæåäíåâíî. ×èñëî áîëüíûõ çàâòðà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëîì áîëüíûõ ñåãîäíÿ, à
òàêæå ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè (êòî-òî çàáîëåë çà ñóòêè, êòî-òî âûçäîðîâåë).

2. Êàïèòàë èãðîêà ïîñëå î÷åðåäíîé èãðû. Îí ñêëàäûâàåòñÿ èç èìåþùåãîñÿ êà-
ïèòàëà äî èãðû ïëþñ âûèãðûø (ïðîèãðûø ìîæíî ñ÷èòàòü âûèãðûøåì ñî çíàêîì
ìèíóñ, òàê ÷òî êàïèòàë ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ).

3. ×èñëî îñîáåé â áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè.
4. ×èñëî êëèåíòîâ â áàíêå.
5. Êîëè÷åñòâî ñàìîëåòîâ â àýðîïîðòó íà êàæäûé ÷àñ. Îíî ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷èñëà

ñàìîëåòîâ, íàõîäèâøèõñÿ â àýðîïîðòó ÷àñ íàçàä, ïëþñ ÷èñëî ïðèëåòåâøèõ è ìèíóñ
÷èñëî óëåòåâøèõ â òå÷åíèå ÷àñà.

×òîáû ïåðåéòè ê òî÷íîìó îïðåäåëåíèþ, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí {Xn, n = 0, 1, . . .}, êîòîðûå ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ. Áóäåì ïîëàãàòü
Xn = k, åñëè îáúåêò â ìîìåíò âðåìåíè n íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Ek, k = 0,±1,±2, . . ..
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå Xn ðàâíî íîìåðó ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè n.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn, n = 0, 1, . . .} íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêî-
âà, åñëè äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0 ≤ n1 < n2 < . . . < nk < m < n è äëÿ ëþáûõ
öåëûõ ÷èñåë i1, i2, . . . , ik, i, j âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(Xn = j/Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik, Xm = i) = P(Xn = j/Xm = i).

×òîáû ïîíÿòü ñóòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìîìåíò m � ýòî
íàñòîÿùåå, ìîìåíòû n1, n2, . . . , nk íàõîäÿòñÿ â ïðîøëîì, à n � ìîìåíò âðåìå-
íè, îòíîñÿùèéñÿ ê áóäóùåìó. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èçâåñò-
íà ïðåäûñòîðèÿ ýâîëþöèè îáúåêòà â ìîìåíòû âðåìåíè n1, n2, . . . , nk è èçâåñòíî
ñîñòîÿíèå îáúåêòà â íàñòîÿùåå âðåìÿ, òî äëÿ áóäóùåãî ïðåäûñòîðèÿ îêàçûâàåòñÿ
íåñóùåñòâåííîé. Âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî ñîñòîÿíèå îáúåêòà â íàñòîÿùèé ìîìåíò
âðåìåíè.

Òàêîãî ñîðòà çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ. Åå íà-
çûâàþò ìàðêîâñêîé ïî èìåíè èçâåñòíîãî ðóññêîãî ìàòåìàòèêà À.À.Ìàðêîâà (1856 -
1922), â òðóäàõ êîòîðîãî âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëàñü òàêàÿ çàâèñèìîñòü.

Öåïü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà P(Xn = j/Xn−1 = i) íå
çàâèñÿò îò n. Ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî îäíîðîäíûå öåïè Ìàðêîâà.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pij = P(Xn = j/Xn−1 = i) âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç i-ãî
ñîñòîÿíèÿ â j-å çà îäèí øàã è pij(n) = P(Xn+k = j/Xk = i) = P(Xn = j/X0 = i) �
âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà n øàãîâ (ýòè âåðîÿòíîñòè îò k íå çàâèñÿò äëÿ îäíîðîäíûõ
öåïåé).

Ïóñòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X0, åãî íàçûâàþò íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì öåïè:

π0
j = P(X0 = j),

∑
j

π0
j = 1,

è ïóñòü çàäàíû òàêæå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà {pij}. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå öåïè πn

j = P(Xn = j) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè n. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî j ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

π1
j = P(X1 = j) =

∑
i

P(X0 = i)P(X1 = j/X0 = i) =
∑

i

π0
i pij, (6)

è àíàëîãè÷íî

πn
j = P(Xn = j) =

∑
i

P(Xn−1 = i)P(Xn = j/Xn−1 = i) =
∑

i

πn−1
i pij.
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Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî öåïü èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
E1, E2, . . . , Er. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà {pij} îáðàçóåò ìàòðèöó
r × r, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì P. Îíà, î÷åâèäíî, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) pij ≥ 0 ïðè âñåõ i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , r;

2)
r∑

j=1

pij = 1 (ò.å. ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ðàâíà 1).

Ìàòðèöû ñ óêàçàííûìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè. Îáî-
çíà÷èì âåêòîð-ñòðîêó ðàñïðåäåëåíèÿ Xn ÷åðåç πn = (πn

1 , . . . , π
n
r ), òîãäà äëÿ âåêòîðà

π1 èìååì â ñèëó (6)
π1 = π0P,

è àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî n

πn = πn−1P = . . . = π0Pn.

Êðîìå òîãî,

πn
j =

r∑
i=1

P(X0 = i)P(Xn = j/X0 = i) =
r∑

i=1

π0
i pij(n).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà pij(n) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Pn.
Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π0 è ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé P ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå Xn â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè n.

Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé áåñêîíå÷íî, òî è ìàòðèöà P áóäåò áåñêîíå÷íîé, íî
ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿòñÿ.

Ïðèìåðû.
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn, n ≥ 0, íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà.
2. Ïóñòü Yn, n ≥ 0 � íåçàâèñèìûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì Xn = Y0 + . . . + Yn, n ≥ 0, îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 0 ≤ n1 < n2 < . . . < nk < m < n è äëÿ
ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë i1, i2, . . . , ik, i, j èìååì

P(Xn = j/Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik, Xm = i) =

=
P(Xn = j, Xn1 = i1, . . . , Xnk

= ik, Xm = i)

P(Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik, Xm = i)

=

=
P(Ym+1 + . . .+ Yn = j − i, Xn1 = i1, . . . , Xnk

= ik, Xm = i)

P(Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik, Xm = i)

=

=
P(Ym+1 + . . .+ Yn = j − i)P(Xn1 = i1, . . . , Xnk

= ik, Xm = i)

P(Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik, Xm = i)

=

= P(Ym+1 + . . .+ Yn = j − i) = P(Xn = j/Xm = i).
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Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yn â ýòèõ ïðèìåðàõ âäîáàâîê êî âñåìó îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåíû, òî öåïè Ìàðêîâà áóäóò îäíîðîäíûìè. Íåòðóäíî íàéòè äëÿ íèõ âåðîÿò-
íîñòè ïåðåõîäà çà îäèí øàã. Ïóñòü P(Yn = j) = pj. Â ïåðâîì èç ïðèìåðîâ

P(Yn = j/Yn−1 = i) = P(Yn = j) = pj,

âî âòîðîì èç íèõ

P(Xn = j/Xn−1 = i) = P(Yn = j − i) = pj−i.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé äåíü íà ñêëàä çàâîçèòñÿ íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî
ìåøêîâ ñ ìóêîé, è äîëæíî âûâîçèòüñÿ åæåäíåâíî òàêæå íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî
ìåøêîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî äâèæåíèå ïðîäóêöèè â ðàçíûå äíè íå ñâÿçàíî äðóã ñ äðóãîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn êîëè÷åñòâî ìåøêîâ ñ ìóêîé íà ñêëàäå ê êîíöó n-ãî äíÿ. Ïî-
ñêîëüêó âìåñòèìîñòü ñêëàäà îãðàíè÷åíà (ñêàæåì, ÷èñëîì M ìåøêîâ), òî, î÷åâèäíî,

Xn =


Xn−1 + Yn, åñëè 0 ≤ Xn−1 + Yn ≤M

0, åñëè Xn−1 + Yn < 0,

M, åñëè Xn−1 + Yn > M,

ãäå ÷åðåç Yn îáîçíà÷åíî ïðåäïîëàãàåìîå ïðèðàùåíèå ïðîäóêöèè (ïîñòóïëåíèå ìèíóñ
âûâîç) â n-é äåíü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn òàêæå îáðàçóåò öåïü
Ìàðêîâà.

5.2 Âîçâðàòíîñòü ñîñòîÿíèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

qj(n) = P(Xn = j, Xn−1 6= j, . . . , X1 6= j / X0 = j)

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, âûéäÿ èç ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì j, íàøà öåïü âïåðâûå âåðíåòñÿ
â íåãî íà n-ì øàãå. Ïóñòü

Qj =
∞∑

n=1

qj(n)

� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, âûéäÿ èç ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì j, öåïü êîãäà-ëèáî âåðíåòñÿ
â íåãî.

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèå Ej íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè Qj = 1, è íåâîçâðàò-
íûì, åñëè Qj < 1.

Ïðèìåð. ×àñòèöà áëóæäàåò ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì âåùåñòâåííîé îñè, îñó-
ùåñòâëÿÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n = 1, 2, . . . ïðûæîê âïðàâî
íà åäèíèöó, è îñòàâàÿñü íà ìåñòå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî
pjj = pj,j+1 = 1/2 äëÿ ëþáîãî j.

-
j j + 1

1/2

1/2
�� s

ßñíî, ÷òî qj(1) = 1/2 è qj(n) = 0 ïðè n > 1. Ïîýòîìó Qj = 1/2 äëÿ ëþáîãî j, è
âñå ñîñòîÿíèÿ öåïè íåâîçâðàòíû.
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Òåîðåìà. Ñîñòîÿíèå Ej âîçâðàòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Pj =
∞∑

n=1

pjj(n) = ∞.

Äëÿ íåâîçâðàòíîãî Ej èìååò ìåñòî Qj =
Pj

1 + Pj

.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

pjj(n) = qj(1)pjj(n− 1) + . . .+ qj(n− 1)pjj(1) + qj(n). (7)

Ñìûñë åãî â ñëåäóþùåì. Âåðîÿòíîñòü âåðíóòüñÿ â j-å ñîñòîÿíèå çà n øàãîâ ðàçáè-
âàåòñÿ íà ïåðåáîð âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çà êàêîå
÷èñëî øàãîâ öåïü âïåðâûå âåðíåòñÿ â ñîñòîÿíèå Ej. Åñëè, ê ïðèìåðó, âïåðâûå öåïü
âåðíåòñÿ çà k øàãîâ (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà qj(k)), òî çàòåì åé íóæíî ãäå-òî �ïî-
ãóëÿòü� è âåðíóòüñÿ íàçàä çà îñòàâøèåñÿ n− k øàãîâ. Ïåðåáîð âàðèàíòîâ ïî âñåì k
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì. Ôîðìàëüíî (7) ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

P(Xn = j/X0 = j) =
P(Xn = j,X0 = j)

P(X0 = j)
=

=
1

P(X0 = j)

n∑
k=1

P(X0 = j,X1 6= j, . . . , Xk−1 6= j,Xk = j,Xn = j) =

=
n∑

k=1

P(X0 = j,X1 6= j, . . . , Xk−1 6= j,Xk = j)

P(X0 = j)
×

×P(X0 = j,X1 6= j, . . . , Xk−1 6= j,Xk = j,Xn = j)

P(X0 = j,X1 6= j, . . . , Xk−1 6= j,Xk = j)
=

n∑
k=1

qj(k)pjj(n− k).

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ðàíåå ââîäèëîñü ïîíÿ-
òèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ðåøåòêå öåëûõ
÷èñåë. Ïóñòü òåïåðü {an, n ≥ 1} � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ñâîéñòâà êîòîðîé òðåáóåòñÿ èçó÷èòü. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà

g(z) =
∞∑

n=1

anz
n.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè êàæäîì z èç ìíîæåñòâà |z| < 1 è ÿâëÿåòñÿ òàì
íåïðåðûâíîé (è äàæå àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèåé. Åñëè, ê òîìó æå,

∑∞
n=1 |an| <∞, òî

íåïðåðûâíîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè |z| ≤ 1. Çíàÿ ôóíêöèþ g(z), ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü âñå êîýôôèöèåíòû an; ïî ïîâåäåíèþ ôóíêöèè g(z) ìîæíî îïðåäåëèòü
ìíîãèå ñâîéñòâà ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an

÷åðåç åå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì.
Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì èíñòðóìåíòîì.
Ââåäåì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Pj(z) =
∞∑

n=1

pjj(n)zn, |z| < 1,

Qj(z) =
∞∑

n=1

qj(n)zn, |z| ≤ 1.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) íà zn è ïðîñóììèðóåì ïî n (çäåñü |z| < 1):

Pj(z) =
∞∑

n=1

zn

n∑
k=1

qj(k)pjj(n− k) =

=
∞∑

k=1

zk

∞∑
n=k

zn−kqj(k)pjj(n− k) =

=
∞∑

k=1

zkqj(k)
∞∑

m=0

zmpjj(m) = Qj(z)(1 + Pj(z)).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Qj(z) =
Pj(z)

1 + Pj(z)
, Pj(z) =

Qj(z)

1−Qj(z)
. (8)

Ïóñòü òåïåðü Pj = ∞. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Pj(z) → ∞ ïðè z ↗ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà M ìîæíî íàéòè ÷èñëî N
òàêîå, ÷òî

∑N
n=1 pjj(n) ≥ 2M . Ýòî ñëåäóåò èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà Pj =

∑∞
n=1 pjj(n).

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë z, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ zN ≥ 1/2
è

Pj(z) ≥
N∑

n=1

pjj(n)zn ≥
N∑

n=1

pjj(n)zN ≥M.

Èòàê, ðàç Pj(z) →∞, òîQj(z) → 1, ýòî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (8). Ïîñêîëüêó
ôóêíêöèÿ Qj(z) íåïðåðûâíà â òî÷êå z = 1, òî ïðè z → 1

Qj(z) → Qj(1) = Qj = 1,

òî åñòü ñîñòîÿíèå âîçâðàòíî.
Îáðàòíî, ïóñòü Qj = 1. Òîãäà îïÿòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Qj(z) → Qj(1) = 1

ïðè z → 1, à çíà÷èò Pj(z) → ∞ � ýòî ñëåäóåò èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (8). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî Pj = ∞, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä

Pj(z) =
∞∑

n=1

pjj(n)zn

ñõîäèëñÿ áû ïðè |z| ≤ 1 è áûë áû íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â òî÷êå z = 1, òî åñòü áûëî
áû Pj(z) → Pj(1) <∞, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè Pj <∞, òî ïðè z → 1 ïîëó÷àåì èç (8) Qj =
Pj

1 + Pj

. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòîÿíèÿ Ei è Ej íàçûâàþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ, åñëè pij(m) > 0
è pji(k) > 0 ïðè íåêîòîðûõ m ≥ 1 è k ≥ 1.

Òåîðåìà ñîëèäàðíîñòè. Ñîîáùàþùèåñÿ ñîñòîÿíèÿ îäíîâðåìåííî îáà âîçâðàò-
íû èëè îáà íåâîçâðàòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ñîñòîÿíèé Ei è Ej âûïîëíÿåòñÿ pij(m) > 0 è pji(k) > 0
ïðè íåêîòîðûõ m ≥ 1 è k ≥ 1. Òîãäà ïðè n ≥ 1

pii(n+m+ k) ≥ pij(m)pjj(n)pji(k), pjj(n+m+ k) ≥ pji(k)pii(n)pij(m),

ïîýòîìó ðÿäû
∑∞

n=1 pii(n) è
∑∞

n=1 pjj(n) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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5.3 Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà

Ìû âèäåëè, ÷òî öåïè Ìàðêîâà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, êîòîðûå îïèñûâàþò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè òîãî èëè èíîãî îáúåêòà. Äëÿ
ïðèëîæåíèé î÷åíü âàæíî áûâàåò âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáúåêò ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè âïàäàåò â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, òî åñòü îí ïî-ïðåæíåìó ìîæåò íàõîäèòüñÿ
â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ, íî âåðîÿòíîñòè P(Xn = j) ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò n. Òåîðåìû,
óñòàíàâëèâàþùèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó, îáû÷íî íàçûâàþò
ýðãîäè÷åñêèìè. Ìû ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ.

Òåîðåìà (ýðãîäè÷åñêàÿ). Ïóñòü öåïü Ìàðêîâà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî r ñîñòîÿ-
íèé, è ïðè íåêîòîðîì n0 ≥ 1 âñå ýëåìåíòû pij(n0) ìàòðèöû Pn0 ïîëîæèòåëüíû.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
n→∞

pij(n) = pj, i, j = 1, . . . , r.

Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè pj íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ i è ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

r∑
k=1

pkpkj = pj, j = 1, . . . , r,
r∑

j=1

pj = 1. (9)

Çàìå÷àíèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òî ïîâåäåíèå öåïè ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè äåéñòâèòåëüíî ñòàáèëèçèðóåòñÿ: äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , r

πn
j = P(Xn = j) =

r∑
i=1

π0
i pij(n) →

r∑
i=1

π0
i pj = pj.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîâîêóïíîñòü âåðîÿòíîñòåé {p1, . . . , pr} íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì öåïè. Åñëè åãî âçÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî
åñòü ïîëîæèòü π0

k = pk, k = 1, . . . , r, òî èç (9) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âåêòîð âåðîÿòíî-
ñòåé π1 ñîâïàäàåò ñ π0, à çíà÷èò è ñ πn ïðè âñåõ n ≥ 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî
ñ ñàìîãî íà÷àëà öåïü áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Mk(n) = max
i
pik(n), mk(n) = min

i
pik(n).

Ïîñêîëüêó mk(n) ≤ pik(n) ≤Mk(n) äëÿ âñåõ i, òî èç ñîîòíîøåíèé

pik(n+ 1) =
r∑

l=1

pilplk(n), mk(n)
r∑

l=1

pil ≤
r∑

l=1

pilplk(n) ≤Mk(n)
r∑

l=1

pil

ñëåäóåò, ÷òî mk(n) ≤ pik(n+ 1) ≤Mk(n) ïðè âñåõ i. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

mk(n) ≤ mk(n+ 1) ≤Mk(n+ 1) ≤Mk(n).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé mk(n) è Mk(n)
ïðè n→∞. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò.
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Ïóñòü èíäåêñû i è j òàêîâû, ÷òî

pik(n0 + n) = Mk(n0 + n), pjk(n0 + n) = mk(n0 + n).

Èç ðàâåíñòâà Pn0+n = Pn0Pn ñëåäóåò

Mk(n0 + n) = pik(n0 + n) =
r∑

l=1

pil(n0)plk(n),

mk(n0 + n) = pjk(n0 + n) =
r∑

l=1

pjl(n0)plk(n).

Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì

Mk(n0 + n)−mk(n0 + n) =
r∑

l=1

(pil(n0)− pjl(n0))plk(n).

Ïóñòü A = {l : pil(n0) − pjl(n0) ≥ 0}, B = {l : pil(n0) − pjl(n0) < 0}. Î÷åâèäíî,
ìíîæåñòâî A íå ïóñòî. Òîãäà

Mk(n0 + n)−mk(n0 + n) =
∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0))plk(n) +
∑
l∈B

(pil(n0)− pjl(n0))plk(n) ≤

≤Mk(n)
∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0)) +mk(n)
∑
l∈B

(pil(n0)− pjl(n0)) =

= (Mk(n)−mk(n))
∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0)).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî∑
l∈B

(pil(n0)− pjl(n0)) = −
∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0)),

ïîñêîëüêó

r∑
l=1

(pil(n0)− pjl(n0)) = 0 =
∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0)) +
∑
l∈B

(pil(n0)− pjl(n0)).

Îáîçíà÷èì
dij =

∑
l∈A

(pil(n0)− pjl(n0)).

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

dij ≤
r∑

l=1

pil(n0)−
∑
l∈A

pjl(n0) = 1−
∑
l∈A

pjl(n0) < 1

ïðè âñåõ i, j, ïîýòîìó d = max
i,j

dij < 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1

Mk(n0 + n)−mk(n0 + n) ≤ d(Mk(n)−mk(n)).

Óñòðåìëÿÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè â ýòîì ñîîòíîøåíèè, ïîëó÷èì

lim
n→∞

(Mk(n0 + n)−mk(n0 + n)) = lim
n→∞

(Mk(n)−mk(n)) ≤ d lim
n→∞

(Mk(n)−mk(n)),
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÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè limn→∞(Mk(n)−mk(n)) = 0.
Íàïîìíèì, ÷òî mk(n) ≤ pik(n) ≤ Mk(n), çíà÷èò, ïðè âñåõ i âåðîÿòíîñòè pik(n)

ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó pk ïðè n→∞.
Äàëåå, ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå

pij(n+ 1) =
r∑

k=1

pik(n)pkj

ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

pj =
r∑

k=1

pkpkj.

Êðîìå òîãî,
∑r

j=1 pij(n) = 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞ ïîëó÷àåì
∑r

j=1 pj = 1.
Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà {p1, . . . , pr} ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíè-

åì óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ äðóãîé âåêòîð x =
(x1, . . . , xr), äëÿ êîòîðîãî

∑
xj = 1 è xj =

∑r
k=1 xkpkj, j = 1, . . . , r. Ïîñëåäíåå îçíà-

÷àåò, ÷òî x = xP = xP2 = . . . = xPn äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Â ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè ýòî
âûãëÿäèò òàê:

xj =
r∑

k=1

xkpkj(n).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

xj =
r∑

k=1

xkpj = pj.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè çàäàíà ìàòðèöà P âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà, òî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ òåîðå-

ìû íóæíî èñêàòü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n0, ïðè êîòîðîì âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Pn0

îòëè÷íû îò íóëÿ. Âîçâåäåíèå ìàòðèöû â ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé îïåðà-
öèåé. Åå ìîæíî èçáåæàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòîé ãðàôè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé.
Ïî ìàòðèöå P ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó, â êîòîðîé ñîñòîÿíèÿ èçîáðàæàþòñÿ îò-
äåëüíûìè òî÷êàìè, à íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ â
ñîñòîÿíèå ïîêàçûâàåòñÿ ñòðåëî÷êîé. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, r = 4,

P =


1/2 1/2 0 0
0 0 1 0

1/3 0 1/3 1/3
0 0 1 0

 .

Ïîñòðîèì äèàãðàììó.

d d
d d

4

1

3

2�

sy

� Hj

�N

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ çà 3 øàãà ìîæíî ñ ïîëîæèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ ïåðåéòè â ëþáîå èç ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé, òî åñòü óñëîâèå òåîðåìû âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ n0 = 3.
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6 Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.
1. Öåïíàÿ ðåàêöèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðå-

ìåíè ðàñïàäàåòñÿ íà íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî íîâûõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ,
â ñâîþ î÷åðåäü, âåäåò ñåáÿ òàê æå.

2. Ðàñïðîñòðàíåíèå ýïèäåìèè. Áîëüíîé çàðàæàåò íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî äðó-
ãèõ ëþäåé, êàæäûé èç êîòîðûõ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì èíôåêöèè.

3. Ðàçâèòèå áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùåé, ê ïðèìåðó, èç îäíîêëåòî÷íûõ,
êîòîðûå ðàçìíîæàþòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îäíó èç ïðîñòåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè n = 0 èìååòñÿ âñåãî îäíà ÷àñòèöà (îòíå-
ñåì åå ê íóëåâîìó ïîêîëåíèþ), êîòîðàÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè â ðåçóëüòàòå
àêòà äåëåíèÿ ïåðåõîäèò â k ÷àñòèö òîãî æå òèïà ñ âåðîÿòíîñòüþ pk, k = 0, 1, . . .,∑∞

k=0 pk = 1. Ïîëó÷åííûå ÷àñòèöû îáðàçóþò ïåðâîå ïîêîëåíèå. Êàæäàÿ èç ÷àñòèö
ýòîãî ïîêîëåíèÿ âåäåò ñåáÿ òî÷íî òàê æå, íåçàâèñèìî îò ïðåäûñòîðèè è ñóäüáû äðó-
ãèõ ÷àñòèö. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì âòîðîå ïîêîëåíèå, è ò.ä.b

b b b b
b b b b b b b b b

n = 0

n = 1

n = 2

�
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�

A
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@
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Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà æèâåò åäèíèöó âðåìåíè. Îáîçíà-
÷èì Yn ÷èñëî ÷àñòèö â n-ì ïîêîëåíèè, n = 0, 1, . . ., Y0 = 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Y0 = 1,

Y1 = X
(1)
1 ,

Y2 = X
(2)
1 + . . .+X

(2)
Y1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Yn = X
(n)
1 + . . .+X

(n)
Yn−1

.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X
(j)
1 , X

(j)
2 , . . . ðàâíû ÷èñëó ïîòîìêîâ ÷àñòèö èç (j − 1)-ãî ïîêî-

ëåíèÿ, ýòè ïîòîìêè ôîðìèðóþò j-å ïîêîëåíèå. Ìû ïîëàãàåì çäåñü, ÷òî ðàñïîëàãàåì
íåçàâèñèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{X(1)
n }, {X(2)

n }, . . . , n ≥ 1,

ãäå ïðè âñåõ j è n
P(X(j)

n = k) = pk, k = 0, 1, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü ïðîñòåéøåãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà (â ëèòåðàòóðå òàêèå ìîäåëè ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà � Âàòñîíà).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Yn ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà, îäíàêî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé äëÿ íåå òðóäíà äëÿ âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ
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ïðîöåññîâ ðàçðàáîòàíû ñâîè ñîáñòâåííûå ìåòîäû. Îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â n-ì ïîêîëåíèè, åãî ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì ïðè n → ∞,
âåðîÿòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè.

Âåñüìà óäîáíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Ïóñòü

g(z) = E zX
(1)
1 =

∞∑
k=0

zkpk, |z| ≤ 1,

� ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîòîìñòâà îäíîé ÷àñòèöû (íå âàæíî, êàêîé èìåííî; ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíûX
(j)
n îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû) è ïóñòü gn(z) îçíà÷àåò n-þ èòåðàöèþ

ôóíêöèè g(z), òî åñòü

g1(z) = g(z), g2(z) = g(g(z)), . . . ,

gn(z) = g(gn−1(z)) = gn−1(g(z)).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà ÷àñòèö â
n-ì ïîêîëåíèè.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1

E zYn =
∞∑

k=0

zkP(Yn = k) = gn(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 1
èìååì E zY1 = g(z) = g1(z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E zYn−1 = gn−1(z). Òîãäà

∞∑
k=0

zkP(Yn = k) =
∞∑

k=0

zk

∞∑
m=0

P(Yn = k, Yn−1 = m) =

=
∞∑

k=0

zk

∞∑
m=0

P(X
(n)
1 + . . .+X(n)

m = k, Yn−1 = m) =

=
∞∑

k=0

zk

∞∑
m=0

P(X
(n)
1 + . . .+X(n)

m = k)P(Yn−1 = m) =

=
∞∑

m=0

P(Yn−1 = m)
∞∑

k=0

zkP(X
(n)
1 + . . .+X(n)

m = k) =

=
∞∑

m=0

E
(
zX

(n)
1 +...+X

(n)
m

)
P(Yn−1 = m) =

∞∑
m=0

E
(
zX

(n)
1 zX

(n)
2 · · · zX

(n)
m

)
P(Yn−1 = m) =

=
∞∑

m=0

EzX
(n)
1 EzX

(n)
2 · · ·EzX

(n)
m P(Yn−1 = m) =

=
∞∑

m=0

gm(z)P(Yn−1 = m) = gn−1(g(z)) = gn(z).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çíàíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè gn(z) ïîçâîëÿåò íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû ïðè zk

(íàïðèìåð, P(Yn = 0) = gn(0), P(Yn = 1) = g′n(0), P(Yn = 2) = g′′n(0)/2 è ò.ä.),
à òàêæå èçó÷àòü ñâîéñòâà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé.
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Ìû ðàññìîòðèì äàëåå âîïðîñ î âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà.
Ïðîöåññ âûðîæäàåòñÿ, åñëè Yn = 0 ïðè íåêîòîðîì n. Îáîçíà÷èì An ñîáûòèå,

ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî Yn = 0. Òîãäà âûðîæäåíèþ ïðîöåññà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ñîáûòèå

A =
∞⋃

n=1

{Yn = 0} =
∞⋃

n=1

An.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r = P(A) âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ.
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ r ðàâíà íàèìåíüøåìó êîðíþ óðàâíåíèÿ

z = g(z) (10)

íà îòðåçêå [0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî.
Î÷åâèäíî, A1 ⊂ A2 ⊂ . . ., ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

r = P(A) = lim
n→∞

P(An) = lim
n→∞

gn(0).

Óñòðåìèì n ê áåñêîíå÷íîñòè â ðàâåíñòâå

gn+1(0) = g(gn(0)),

òîãäà ïðåäåëîì ëåâîé ÷àñòè áóäåò ÷èñëî r, à ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê g(r) â ñè-
ëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(z), òî åñòü äåéñòâèòåëüíî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ r = g(r). Îäíàêî ó óðàâíåíèÿ (10) ìîãóò áûòü è äðó-
ãèå êîðíè, ïîýòîìó îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî r ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì êîðíåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ íà [0,1].

Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé: åñëè P(X
(1)
1 = 1) = 1, òî Yn = 1 ïðè âñåõ n, òî åñòü âû-

ðîæäåíèÿ íå ïðîèñõîäèò è, åñòåñòâåííî, r = 0. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå g(z) ≡ z, òî
óðàâíåíèå (10) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî z = z, íàèìåíüøèì ðåøåíèåì êîòîðîãî íà
[0,1] ÿâëÿåòñÿ íóëü.

Ïóñòü òåïåðü P(X
(1)
1 = 1) < 1. Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò ãðàôèê ôóíêöèè g(z) íà

[0,1]. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç, ïîñêîëüêó g′′(z) =
∑
k(k − 1)zk−2pk ≥ 0.

Êðîìå òîãî, g(1) = 1. Îáîçíà÷èì a = EX
(1)
1 è çàìåòèì, ÷òî a =

∑
k pk = g′(1).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ≤ 1. Åñëè P(X

(1)
1 > 1) = 0, òî ãðàôèêîì ôóíêöèè g(z)

áóäåò ïðÿìàÿ g(z) = p0 +zp1 (Ðèñ. 1à), ïðè÷åì p0 > 0. Ïîñêîëüêó g(1) = 1 è g′(1) < 1,
òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10) íà [0,1] áóäåò ÷èñëî z = 1, òî åñòü â ýòîì

ñëó÷àå r = 1. Åñëè æå P(X
(1)
1 > 1) > 0, òî êðèâàÿ y = g(z) òàêæå áóäåò ïåðåñåêàòü

ïðÿìóþ y = z òîëüêî ïðè z = 1 (Ðèñ. 1á), òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå r = 1.
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2) Ïóñòü òåïåðü a > 1. Òîãäà, ðàçóìååòñÿ, P(X
(1)
1 > 1) > 0, è óðàâíåíèå (10) èìååò

ðîâíî äâà êîðíÿ r1 < 1 è r2 = 1 (Ñì. Ðèñ. 2).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = r2 = 1. Òîãäà δn = 1 − gn(0) → 1 − r = 0 ïðè n → ∞ è,
ñëåäîâàòåëüíî, g(1− δn) < 1− δn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Â ýòîì ñëó÷àå

δn+1 = 1− gn+1(0) = 1− g(gn(0)) = 1− g(1− δn) > 1− (1− δn) = δn,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè δn → 0. Çíà÷èò, r = r1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî âîçìîæíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

ñðåäíåãî ÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû. Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ óïîìÿíó-
òûé âûøå òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, òî ïðè a ≤ 1 ïðîöåññ âûðîæäàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà, à ïðè a > 1 âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ìåíüøå åäèíèöû (îíà îáðàùàåòñÿ â

íóëü ïðè g(0) = 0 = P(X
(1)
1 = 0)).

Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ïðèíÿòî íàçûâàòü äîêðèòè÷åñêèì, åñëè a < 1, êðèòè÷åñêèì
ïðè a = 1, è íàäêðèòè÷åñêèì, åñëè a > 1.

7 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

7.1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ó êîòîðûõ ìíîæå-
ñòâî èíäåêñîâ êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî, òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn, n ≥ 1}. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ èíäåêñà n èíòåðïðå-
òèðîâàëèñü êàê äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí {Xt, t ∈ T ⊂ R}, çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â îòëè÷èå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ ÷àùå âñåãî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî T = [a, b] èëè T = [0,∞). Ïàðàìåòð t
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ìû èìååì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Xt(ω), à ïðè
ôèêñèðîâàííîì ω ïîëó÷àåì ôóíêöèþ {Xt, t ∈ T}, íàçûâàåìóþ îáû÷íî òðàåêòîðèåé
ïðîöåññà.

Åñëè çàôèêñèðóåì t1, . . . , tn � íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, òî èì áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn). Ðàñïðåäåëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ òà-
êèõ âåêòîðîâ, êîãäà t1 ∈ T, . . . , tn ∈ T , íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè ïðîöåññà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X0(ω) = 0.
Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {Xt, t ≥ 0} íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâè-

ñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè äëÿ ëþáûõ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Xt0 , Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì, åñëè ïðè ëþáûõ t0 < t1 ðàñïðåäåëåíèå Xt1 − Xt0 îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
äëèíîé èíòåðâàëà t1 − t0 è íå çàâèñèò îò t0.
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Ñðåäè îäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè îñîáóþ ðîëü èãðà-
åò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå åãî ñâîéñòâ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ âåñüìà
ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè, ÷òî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Ìû îãðàíè-
÷èìñÿ îïèñàíèåì êà÷åñòâåííîé êàðòèíû.

Èòàê, îäíîðîäíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íàçûâà-
åòñÿ âèíåðîâñêèì (ïî èìåíè èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà Í. Âèíåðà), åñëè Xt ⊂= Φ0,t. Ýòîò
ïðîöåññ íàçûâàþò òàêæå ïðîöåññîì áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ïîòîìó ÷òî åãî òðàåêòî-
ðèè íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþò äâèæåíèå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Çäåñü èìååòñÿ â
âèäó îäíîìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü îñè îðäèíàò, à ïî îñè àáñöèññ ïî-ïðåæíåìó
îòêëàäûâàåòñÿ âðåìÿ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû íà
ïëîñêîñòè ïîòðåáóåòñÿ ââîäèòü äâóìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ÷åãî ìû äåëàòü íå
áóäåì.

Òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà óñòðîåíû âåñüìà ñëîæíûì îáðàçîì. Êàæäàÿ
òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t, îäíàêî íè â îäíîé òî÷êå
ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Ãðóáî ãîâîðÿ, òðàåêòîðèÿ èìååò èçëîìû
â êàæäîé òî÷êå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà â
êàæäûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè èñïûòûâàåò îãðîìíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé, ìåíÿþùèõ
íàïðàâëåíèå åå äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì åùå îäíî íåîáû÷íîå ñâîéñòâî òðàåêòîðèé. Åñëè ïðîëîæèòü âäîëü òðà-
åêòîðèè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû (ñêàæåì, ïðè 0 ≤ t ≤ 1) íèòî÷êó, êîòîðàÿ ïîâòîðÿåò
âñå èçëîìû è èçãèáû òðàåêòîðèè, òî äëèíà ýòîé íèòî÷êè îêàæåòñÿ áåñêîíå÷íîé.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí Sn = X1+. . .+Xn. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî EX1 = 0, EX2

1 = 1,
è ïóñòü S0 = 0. Åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñîåäèíèòü îòðåçêàìè ïðÿìûõ òî÷êè
ñ êîîðäèíàòàìè (k, Sk), k = 0, 1, . . . , n, òî ïîëó÷èòñÿ ëîìàíàÿ, íàçûâàåìàÿ òðàåêòî-
ðèåé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.
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Èçâåñòíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, öåí-
òðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà) èçó÷àþò ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïðè n→∞ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Sn, òî åñòü îðäèíàòû êîíöà ýòîé ëîìàíîé. Îäíàêî ìîæíî èçó÷àòü ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå âñåé ëîìàíîé. Åñëè ñæàòü åå ïî îñè àáñöèññ â n ðàç, à ïî îñè îðäèíàò
â
√
n ðàç, òî ïîëó÷èì ëîìàíóþ, çàäàííóþ óæå íà îòðåçêå [0,1], ïðè ýòîì åå çâåíüÿ

óìåíüøàòñÿ â ðàçìåðàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè n→∞ ýòà ñæàòàÿ ëîìàíàÿ áóäåò âñå áî-
ëåå ïîõîäèòü íà òðàåêòîðèþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âèíåðîâñêèé
ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðåäåëüíûì äëÿ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ � è â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ åãî äîïîëíèòåëüíàÿ öåííîñòü. Ìû ìîæåì èçó÷àòü
ñâîéñòâà òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, èçó÷èâ èõ ñíà÷àëà äëÿ êàêîãî-íèáóäü
âåñüìà ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, à çàòåì îñóùåñòâèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, è
íàîáîðîò, çíàÿ ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ìîæåì äåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
âîäû äëÿ áëèçêèõ ê íåìó òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.
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Íèæå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ è â òî æå âðåìÿ
äîñòàòî÷íî âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè �
ïóàññîíîâñêèé.

7.2 Ïðîöåññ Ïóàññîíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè îäíî çà äðóãèì ïðîèñõîäÿò
íåêîòîðûå ñîáûòèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî òàêèõ ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ â ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [0, t]. Îáîçíà÷èì Xt ýòî ÷èñëî.

Ïðèìåðàìè òàêèõ ñèòóàöèé ìîãóò áûòü ÷èñëî ÷àñòèö, çàôèêñèðîâàííûõ ïðèáî-
ðîì, ÷èñëî ñòàíêîâ, âûøåäøèõ èç ñòðîÿ, ÷èñëî ñóäîâ, ïðèáûâøèõ â ïîðò è ò.ä.

Îòíîñèòåëüíî ïðîöåññà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå.
I. Xt � îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ k ñîáûòèé â ëþáîì ïðîìå-

æóòêå âðåìåíè [τ, τ + t] çàâèñèò òîëüêî îò t è íå çàâèñèò îò τ ; âî-âòîðûõ, ýòî âñå
ïðîèñõîäèò âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñêîëüêî ñîáûòèé è êàê ïîÿâëÿëèñü äî ìîìåí-
òà τ .

II. Îáîçíà÷èì Pk(t) = P(Xt = k), k = 0, 1, . . ., è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè
h→ 0

P(Xh ≥ 2) =
∞∑

k=2

Pk(h) = o(h).

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò ïðàêòè÷åñêóþ íåâîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äâóõ èëè áîëåå ñîáû-
òèé çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè h.

Íàøà çàäà÷à � íàéòè â ýòèõ óñëîâèÿõ âåðîÿòíîñòè Pk(t). Ìû ïîêàæåì, ÷òî çà
èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî

Pk(t) =
(λt)k

k !
e−λt, k = 0, 1, . . . ,

ïðè íåêîòîðîì λ > 0.
Íàøè äåéñòâèÿ ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1. Ïîêàæåì, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñèòóàöèé ïðè íåêîòîðîì

λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ P0(t) = e−λt.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p = P0(1). Ðàçîáüåì îòðåçîê âðåìåíè [0,1] íà n ðàâíûõ ÷à-

ñòåé; îòñóòñòâèå ñîáûòèé çà åäèíèöó âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì èç ìàëåíüêèõ
ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè äëèíû 1/n ïðîèñõîäèò 0 ñîáûòèé. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïîëó-
÷àåì p = (P0(1/n))n, îòêóäà P0(1/n) = p1/n. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò P0(k/n) = pk/n

ïðè ëþáîì k ≥ 1.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âîîáùå P0(t) = pt ïðè âñåõ t ≥ 0. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÷èñëà

t è ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ ÷èñëî k ≥ 1 òàêîå, ÷òî

k − 1

n
≤ t <

k

n
.

Ôóíêöèÿ P0(t) íå âîçðàñòàåò ïî t, ïîýòîìó

P0

(
k − 1

n

)
≥ P0(t) ≥ P0

(
k

n

)
,

èëè
p

k−1
n ≥ P0(t) ≥ p

k
n .
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Óñòðåìèâ n→∞ òàê, ÷òî k/n→ t, ïîëó÷èì P0(t) = pt.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: (à) p = 0, (á) p = 1, è (â) 0 < p < 1.
Â ïåðâîì èç íèõ P0(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t > 0, òî åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â ëþáîì êàê

óãîäíî ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî ñîáûòèå, à ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî â ïðîìåæóòêå âðåìåíè ëþáîé äëèíû ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ñîáûòèé. Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê öåïíóþ ðåàêöèþ ïðè àòîìíîì âçðûâå,
ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîé êðàéíîñòè. Â ñëó÷àå (á) P0(t) = 1, òî åñòü ñî-
áûòèÿ íèêîãäà íå ïîÿâëÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñ âûçûâàåò òîëüêî ñëó÷àé (â).
Ïîëîæèì p = e−λ, çäåñü 0 < λ <∞. Òåì ñàìûì ïîëó÷èëè

P0(t) = e−λt.

2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè h→ 0

P1(h) = λh+ o(h).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî P0(h) = e−λh = 1− λh+ o(h), è

P0(h) + P1(h) +
∞∑

k=2

Pk(h) = 1.

Îòñþäà

P1(h) = 1− P0(h)−
∞∑

k=2

Pk(h) = λh+ o(h).

3. Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè Pk(t) óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîé
ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ t ≥ 0 è h > 0 èìååì

Pk(t+ h) =
k∑

j=0

Pj(t)Pk−j(h)

(ìû ïåðåáèðàåì çäåñü âñå âîçìîæíîñòè î òîì, ñêîëüêî ñîáûòèé ïðîèçîøëî çà âðåìÿ
t è çà ïîñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè äëèíû h).

Åñëè h→ 0, òî ïðè k ≥ 2

k−2∑
j=0

Pj(t)Pk−j(h) ≤
k−2∑
j=0

Pk−j(h) =
k∑

i=2

Pi(h) = o(h),

ïîýòîìó ïðè k ≥ 1

Pk(t+ h) = Pk(t)P0(h) + Pk−1(t)P1(h) + o(h) =

= Pk(t)(1− λh+ o(h)) + Pk−1(t)(λh+ o(h)) + o(h) =

= Pk(t)(1− λh) + Pk−1(t)λh+ o(h).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Pk(t+ h)− Pk(t)

h
= −λPk(t) + λPk−1(t) +

o(h)

h
, k = 1, 2, . . . .

Óñòðåìèì h → 0. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò, òî îí
áóäåò ñóùåñòâîâàòü è äëÿ ëåâîé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

P ′
k(t) = −λPk(t) + λPk−1(t), k = 1, 2, . . . .
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Ê ýòîé ñèñòåìå ìîæíî äîáàâèòü ñîîòíîøåíèå

P ′
0(t) = −λP0(t),

êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû P0(t) = e−λt. Âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ � îíè äèêòó-
þòñÿ ëîãèêîé çäðàâîãî ñìûñëà:

P0(0) = 1, Pk(0) = 0 ïðè k ≥ 1.

4. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì

g(z, t) =
∞∑

k=0

zkPk(t), |z| ≤ 1. (11)

Óìíîæèì ïîëó÷åííûå íàìè óðàâíåíèÿ äëÿ Pk(t) íà z
k è ïðîñóììèðóåì ïî k:

∞∑
k=0

zkP ′
k(t) = −λ

∞∑
k=0

zkPk(t) + λ
∞∑

k=1

zkPk−1(t),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∂g(z, t)

∂t
= −λg(z, t) + λzg(z, t) = λ(z − 1)g(z, t).

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â âèäå

∂ ln g(z, t)

∂t
= λ(z − 1),

îòêóäà
ln g(z, t) = λ(z − 1)t+ C.

Â ñèëó âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè t = 0 èìååì g(z, 0) = 1, òî åñòü C = 0. Â
èòîãå ïîëó÷àåì

g(z, t) = eλ(z−1)t = e−λteλzt = e−λt

∞∑
k=0

(λt)k

k !
zk. (12)

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (11) è (12), îáíàðóæèâàåì, ÷òî

Pk(t) =
(λt)k

k !
e−λt, k = 0, 1, . . . ,

òî åñòü ìû ïîëó÷èëè âåðîÿòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà ñ ïàðà-
ìåòðîì λt. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èçó÷àåìûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Èíîãäà
ãîâîðÿò î ïóàññîíîâñêîì ïîòîêå ñîáûòèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ1 äëèíó ïðîìåæóòêà âðåìåíè îò íóëÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ñî-
áûòèÿ. Î÷åâèäíî, P(τ1 > t) = P0(t) = e−λt, òî åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ1 ðàñïðåäå-
ëåíà ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïóñòü òàêæå τ2 � äëèíà ïðîìåæóòêà
âðåìåíè ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ñîáûòèÿìè, τ3 � äëèíà ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæ-
äó âòîðûì è òðåòüèì ñîáûòèÿìè, è òàê äàëåå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû τ1, τ2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó
ñ ïàðàìåòðîì λ. Òðàåêòîðèè ïðîöåññà Xt âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Çäåñü îáîçíà÷åíî vk = τ1 + . . . + τk. Ìîìåíò vk k-ãî ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ðàâåí ñóììå
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ, ïîýòîìó vk ⊂= Γλ,k:

fvk
(t) =


λk

(k − 1)!
tk−1e−λt, t > 0,

0, èíà÷å.

Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì Ýðë�àíãà.
Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ çà âðåìÿ t:

EXt =
∞∑

k=0

kPk(t) = λt.

Ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ çà åäèíèöó âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâ-
íîñòüþ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà; ìû âèäèì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì λ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñîáûòèÿìè.

Âåðíåìñÿ ê àíàëèçó òðàåêòîðèé ïðîöåññà Ïóàññîíà. Îíè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ïîñòî-
ÿííûìè. Ïðè âîçðàñòàíèè t âåëè÷èíà Xt îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè, èìåþùåãî ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à çàòåì ñêà÷êîì óâåëè÷èâàåòñÿ íà
åäèíèöó. Ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ êîíñòðóêöèþ, êîãäà Xt â ìîìåíò âðåìåíè
t = v1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y1, â ìîìåíò âðåìåíè v2 ïðîèñõîäèò
ñêà÷îê íà âåëè÷èíó Y2 è òàê äàëåå, ãäå Y1, Y2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùàÿ òàêæå îò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè τ1, τ2, . . .. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Zt íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì ïðîöåññîì Ïóàññîíà. Ðàçóìååòñÿ, åãî èçó÷àòü òðóäíåå, ÷åì îáû÷íûé
ïðîöåññ Ïóàññîíà, è ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè ê ïîñòðî-
åííîìó ïðîöåññó äîáàâèòü åùå ëèíåéíûé ñíîñ (òî åñòü ðàññìîòðåòü ïðîöåññ âèäà
St = u + vt + Zt), òî ïîëó÷èòñÿ ïðîöåññ, èìåþùèé ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â
òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ýòó ìîäåëü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íà÷èíàåò â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñâîþ äå-

ÿòåëüíîñòü, èìåÿ ñòàðòîâûé êàïèòàë u. Äîõîä êîìïàíèè ôîðìèðóåòñÿ èç ñòðàõîâûõ
âçíîñîâ. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü èõ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè, òî åñòü çà âðåìÿ t ñóììàðíûå
ïîñòóïëåíèÿ âçíîñîâ ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó vt ïðè íåêîòîðîì v > 0. ×åðåç ñëó÷àéíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè τ1, τ2, . . . ïðîèñõîäÿò íåêîòîðûå ñîáûòèÿ, âûíóæäàþùèå êîìïà-
íèþ äåëàòü ñòðàõîâûå âûïëàòû Y1, Y2, . . .; ïðè ýòîì êàïèòàë êîìïàíèè ñêà÷êîîáðàçíî
óìåíüøàåòñÿ.
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Ïðè èçó÷åíèè òàêèõ ïðîöåññîâ íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò íàõîæäåíèå âåðîÿò-
íîñòè ðàçîðåíèÿ, òî åñòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà êîãäà-ëèáî êîñ-
íåòñÿ îñè àáñöèññ. Ýòà çàäà÷à íå ïðîñòà, è åå ðåøåíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî
êóðñà. Îäíàêî èññëåäîâàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà óñòàíîâëåííûå
íàìè ñâîéñòâà ïðîöåññà Ïóàññîíà.

7.3 Ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðîöåññ Ïóàññîíà ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ
ìîäåëü ýâîëþöèè íåêîòîðîãî îáúåêòà (èëè ñèñòåìû), êîòîðûé, èñïîëüçóÿ òåðìèíîëî-
ãèþ èç ãëàâû î öåïÿõ Ìàðêîâà, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæåò ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ Ek

â ñîñòîÿíèå Ek+m ïðè ëþáîì m ≥ 1. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñõåìó, êîãäà
âîçìîæíû òàêæå ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ Ek â ñîñòîÿíèÿ âèäà Ek−m. Ïðèìåíèòåëüíî ê
ñèñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó ñ ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé íåêî-
òîðûå èç íèõ, îáñëóæèâøèñü, óõîäÿò. Äðóãîé ïðèìåð � ýâîëþöèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ïîïóëÿöèé, ãäå ïåðåõîä Ek → Ek+m ñâÿçàí ñ ðîæäåíèåì íîâûõ îñîáåé, à ïåðåõîä
Ek → Ek−m � ñ ãèáåëüþ. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîöåññû, íåïðåðûâíûå
âî âðåìåíè, â ýòîì îòëè÷èå îò öåïåé Ìàðêîâà.

Ïóñòü X(0) = 0 è X(t) îáîçíà÷àåò ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ â
ìîìåíò t (èëè ÷èñëî îñîáåé â ìîìåíò t, åñëè ðå÷ü èäåò îá ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêîé
ïîïóëÿöèè). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà ìîæåò ìåíÿòü ñâîå ñîñòîÿíèå. Ïóñòü çà
ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè h íåçàâèñèìî îò íà÷àëà òî÷êè îòñ÷åòà ýòîãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè

P(X(t+ h) = n+ 1/X(t) = n) = λnh+ o(h), n = 0, 1, . . . ,

P(X(t+ h) = n− 1/X(t) = n) = νnh+ o(h), n = 1, 2, . . . , ν0 = 0,∑
|k|≥2

P(X(t+ h) = n+ k/X(t) = n) = o(h)

ðàâíîìåðíî ïî n ≥ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P(X(t+ h) = n/X(t) = n) = 1− λnh− νnh+ o(h).

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü íåçàâèñèìîñòü âñåãî, ÷òî ïðîèñõîäèò íà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè.

Åñëè âñå νn = 0 è λn = λ, òî ïîëó÷àåì ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñîáûòèé.
Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, Pk(t) = P(X(t) = k). Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

P0(t+h) = P0(t)(1−λ0h+o(h))+P1(t)(ν1h+o(h))+
∑
m≥2

Pm(t)P(X(t+h) = 0)/X(t) = m),

Pk(t+ h) = Pk(t)(1− λkh− νkh+ o(h)) + Pk−1(t)(λk−1h+ o(h)) + Pk+1(t)(νk+1h+ o(h))
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+
∑
|m|≥2

Pk+m(t)P(X(t+ h) = k /X(t) = k +m), k ≥ 1.

Î÷åâèäíî, â ýòèõ óðàâíåíèÿõ∑
m≥2

Pm(t)P(X(t+ h) = 0 /X(t) = m) = o(h)

è ∑
|m|≥2

Pk+m(t)P(X(t+ h) = k /X(t) = k +m) = o(h), k ≥ 1,

ïîýòîìó, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h → 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

P ′
0(t) = −λ0P0(t) + ν1P1(t),

P ′
k(t) = −(λk + νk)Pk(t) + λk−1Pk−1(t) + νk+1Pk+1(t), k ≥ 1. (13)

Ñ÷èòàåì, ÷òî P0(0) = 1, Pk(0) = 0, k ≥ 1.
Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â îáùåì âèäå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Èçâåñòåí

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ λn ≥ 0 è νn ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîëî-
æèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13) òàêîå, ÷òî

∑∞
k=0 Pk(t) ≤ 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû∑∞

k=0 Pk(t) = 1, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑
k=1

k∏
i=1

νi

λi

= ∞.

Åñëè, êðîìå òîãî,
∞∑

k=1

k∏
i=1

λi−1

νi

<∞, (14)

òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

Pk = lim
t→∞

Pk(t), k = 0, 1, . . . .

Ïðåäåëû Pk = lim
t→∞

Pk(t), k = 0, 1, . . . , îáðàçóþò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, îíî ñî-

îòâåòñòâóåò óñòàíîâèâøåìóñÿ ðåæèìó ðàáîòû ñèñòåìû ïî èñòå÷åíèè áîëüøîãî ïðî-
ìåæóòêà âðåìåíè.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (14) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

λi−1

νi

≤ α < 1.

Êàê ïðàâèëî, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ.
Èíòóèòèâíî îíî ïîíÿòíî: ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèé â ñèñòåìó íå äîëæíî ñëèøêîì
áûñòðî âîçðàñòàòü ïî ñðàâíåíèþ ñ âîçðàñòàíèåì áûñòðîòû îáñëóæèâàíèÿ.

×òîáû íàéòè Pk, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
(13), åñëè çàìåíèòü Pk(t) íà Pk è ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ïðîèçâîäíûå:

−λ0P0 + ν1P1 = 0,

−(λk + νk)Pk + λk−1Pk−1 + νk+1Pk+1 = 0, k ≥ 1. (15)
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Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: zk = −λkPk + νk+1Pk+1, k = 0, 1, . . .. Òîãäà èç ñèñòåìû
(15) ïîëó÷àåì

z0 = 0, zk − zk−1 = 0,

òî åñòü zk = 0 äëÿ ëþáîãî k. Îòñþäà ñëåäóåò

Pk =
λk−1

νk

Pk−1 = . . . =
k∏

i=1

λi−1

νi

P0, k ≥ 1.

Èç óñëîâèÿ
∑∞

k=0 Pk = 1 îïðåäåëÿåì P0:

P0 =

[
1 +

∞∑
k=1

k∏
i=1

λi−1

νi

]−1

.

Ïðèìåðû ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ
1. Ñèñòåìû ñ îòêàçàìè (ïðèìåð ÀÒÑ).
Èìååòñÿ n îáñëóæèâàþùèõ êàíàëîâ. Ïîòîê ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé íà îáñëó-

æèâàíèå � ïóàññîíîâñêèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî òðå-
áîâàíèÿ ñëó÷àéíî, îíî íå çàâèñèò îò âõîäíîãî ïîòîêà è îò âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ
äðóãèõ òðåáîâàíèé è èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì ν. Êàæäûé
êàíàë åäèíîâðåìåííî îáñëóæèâàåò òîëüêî îäíî òðåáîâàíèå. Åñëè âñå êàíàëû çàíÿ-
òû îáñëóæèâàíèåì, òî âíîâü ïîñòóïèâøåå òðåáîâàíèå ïîëó÷àåò îòêàç è âûáûâàåò èç
ðàññìîòðåíèÿ. Ýòî � ïðèìåð ñèñòåìû ñ îòêàçàìè.

Â íàøåé ñèñòåìå, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå n òðåáîâàíèé. Ðàñ-
ñìîòðèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà âðåìÿ h èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå. Çäåñü áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òîò ôàêò, ÷òî â êàêîé áû ìîìåíò âðåìåíè íè íà÷àòü îòñ÷åò ïðîìåæóòêà
äëèíû h, îñòàâøèéñÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè äî ïîÿâëåíèÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ áó-
äåò ïî-ïðåæíåìó èìåòü ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, è òî÷íî òàê
æå îñòàâøååñÿ âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå â ýòîò ìîìåíò íàõîäèò-
ñÿ íà îáñëóæèâàíèè, òîæå áóäåò èìåòü ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
ν. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáñóæäàëîñü â ï.2.2.
Èòàê,

P(X(t+ h) = k + 1 /X(t) = k) =

= P(1 ïðèäåò, 0 îáñëóæèòñÿ) + P(2 ïðèäóò, 1 îáñëóæèòñÿ) + . . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ãëàâíûé âêëàä â ýòó ñóììó âíîñèò ïåðâîå ñëàãàåìîå. Çäåñü

P(1 ïðèäåò) = λh+ o(h), P(0 îáñëóæèòñÿ) = e−νkh = 1− νkh+ o(h),

è â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âõîäíîãî ïîòîêà è ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ èìååì

P(1 ïðèäåò, 0 îáñëóæèòñÿ) = (λh+ o(h))(1− νkh+ o(h)) = λh+ o(h).

Âëèÿíèå îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ìàëî, ïîñêîëüêó∑
m≥2

P(m òðåáîâàíèé ïðèäóò, m− 1 îáñëóæàòñÿ)

≤
∑
m≥2

P(m òðåáîâàíèé ïðèäóò) = o(h),

ïîýòîìó
P(X(t+ h) = k + 1 /X(t) = k) = λh+ o(h).

112



Äàëåå, ïðè k ≤ n
P(X(t+ h) = k − 1 /X(t) = k) =

= P(0 ïðèäåò, ðîâíî 1 èç k îáñëóæèòñÿ) + P(1 ïðèäåò, 2 èç k îáñëóæàòñÿ) + . . . .

Çäåñü òàêæå îñíîâíîé âêëàä âíîñèò ïåðâîå ñëàãàåìîå, óáåäèìñÿ â ýòîì. Êàê è ðàíåå,

P(0 ïðèäåò) = e−λh = 1− λh+ o(h).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü P(ðîâíî 1 èç k îáñëóæèòñÿ), âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé Áåð-
íóëëè. Ó íàñ k êàíàëîâ çàíÿòû îáñëóæèâàíèåì, è çàâåðøåíèå îáñëóæèâàíèÿ íà
êàæäîì êàíàëå çà âðåìÿ h áóäåì ñ÷èòàòü óñïåõîì. Íàéäåì åãî âåðîÿòíîñòü. Îáî-
çíà÷èì Y1 îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìåþùåãîñÿ íà êàíàëå òðåáîâàíèÿ, Y2 �
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ, òîãäà

P(0 òðåáîâàíèé îáñëóæèòñÿ) = P(Y1 > h) = e−νh = 1− νh+ o(h),

P(íå ìåíåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ îáñëóæàòñÿ) = 1−P(Y1 > h) = νh+ o(h),

P(íå ìåíåå äâóõ òðåáîâàíèé îáñëóæàòñÿ) = P(Y1 + Y2 < h)

= 1− e−νh(1 + νh) = 1− (1− νh+ o(h))(1 + νh) = o(h),

òî åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îäíîì êàíàëå çà âðåìÿ h çàêîí÷èòñÿ îáñëóæèâàíèå
îäíîãî òðåáîâàíèÿ, ðàâíà νh+ o(h). Äëÿ ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ðîâíî îäíî
òðåáîâàíèå çà âðåìÿ h çàêîí÷èò îáñëóæèâàíèå èç îäíîâðåìåííî îáñëóæèâàåìûõ k
òðåáîâàíèé íà k êàíàëàõ, èñïîëüçóåì ñõåìó Áåðíóëëè. Òîãäà ïîëó÷àåì

P(0 ïðèäåò, ðîâíî 1 èç k îáñëóæèòñÿ) = (1−λh+o(h))C1
k(νh+o(h))(1−νh+o(h))k−1

= kνh+ o(h),

è, î÷åâèäíî,∑
m≥2

P(m− 1 ïðèäóò,m èç k îáñëóæàòñÿ) ≤
∑
m≥2

P(m èç k îáñëóæàòñÿ) = o(h),

ïîýòîìó
P(X(t+ h) = k − 1 /X(t) = k) = kνh+ o(h).

Íàêîíåö, èç òîãî, ÷òî∑
m≥2

P(X(t+ h) = k ±m/X(t) = k) = o(h),

âûâîäèì
P(X(t+ h) = k /X(t) = k) = 1− λh− kνh+ o(h).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Çäåñü

λk = λ ïðè k < n, λk = 0 ïðè k ≥ n,

νk = 0 ïðè k = 0 è νk = kν ïðè 1 ≤ k ≤ n.

Íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13): ïðè 1 ≤ k ≤ n

Pk =
λk

k!νk
P0, P0 =

[
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

λi−1

νi

]−1

=

[
1 +

n∑
k=1

λk

k!νk

]−1

.
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Îáîçíà÷èì ρ =
λ

ν
. Òîãäà ïðè 0 ≤ k ≤ n ïîëó÷àåì èçâåñòíûå ôîðìóëû Ýðëàíãà:

Pk =

ρk

k!

1 + ρ+ . . .+
ρn

n!

.

Ïðè k = n èìååì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà çàíÿòà n òðåáîâàíèÿìè è î÷åðåäíîå
òðåáîâàíèå ïîëó÷èò îòêàç:

Pn =
ρn

n!

/ n∑
k=0

ρk

k!
.

Åñëè n → ∞, òî P0 → e−ρ è Pk → ρk

k!
e−ρ, òî åñòü ñîâîêóïíîñòü âåðîÿòíîñòåé

{Pk} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Ýòî ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî
ïðè âû÷èñëåíèÿõ Pk ïðè áîëüøèõ n è íå ñëèøêîì áîëüøèõ ρ.

Íàéäåì ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ.

n∑
k=0

kPk =
n∑

k=0

kρk

k!

/ n∑
k=0

ρk

k!
=

n∑
k=1

ρk

(k − 1)!

/ n∑
k=0

ρk

k!

= ρ

( n∑
k=0

ρk

k!
− ρn

n!

)/ n∑
k=0

ρk

k!
= ρ(1− Pn).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ çàãðóçêà ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà λ è
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ν.

2. Ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ìåñò îæèäàíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåïåðü â íàøåé ñèñòåìå ñîçäàíî íåêîòîðîå óäîáñòâî ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì, à èìåííî, èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî m ìåñò îæèäàíèÿ
(ìû íå èñêëþ÷àåì ñëó÷àÿ m = ∞). Íàïðèìåð, m êðåñåë â çàëå îæèäàíèÿ ïàðèê-
ìàõåðñêîé, èëè áóíêåð, â êîòîðîì äåòàëè îæèäàþò ñâîåé î÷åðåäè äëÿ îáðàáîòêè íà
ñòàíêå. Åñëè òðåáîâàíèå çàñòàåò õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð
èëè õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå ìåñòî äëÿ îæèäàíèÿ, òî îíî îñòàåòñÿ â ñèñòåìå, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå îíî òåðÿåòñÿ.

Ìû âíîâü íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Ó íàñ

λk = λ ïðè k < n+m, λk = 0 ïðè k ≥ n+m,

ν0 = 0, νk = kν ïðè 1 ≤ k < n, νk = nν ïðè n ≤ k ≤ n+m,

νk ìîæíî íå îïðåäåëÿòü ïðè k > n+m. Èìååì

Pk =
ρk

k!
P0, (1 ≤ k < n), Pk =

ρk

n!nk−n
P0, (n ≤ k ≤ n+m),

P0 =

[ n−1∑
k=0

ρk

k!
+
ρn

n!

m∑
s=0

(
ρ

n

)s]−1

.

Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè òðåáîâàíèÿ åñòü Pn+m =
ρn+m

n!nm
P0. Åñëè m = 0, òî ïîëó÷àåì

ôîðìóëû Ýðëàíãà. Åñëè m = ∞ (òî åñòü íåò îãðàíè÷åíèé íà äëèíó î÷åðåäè), òî

Pk ≡ 0, åñëè
∞∑

s=0

(ρ
n

)s

= ∞. À ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ρ/n ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, óñëî-

âèå ρ = λ/ν < n íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 î÷åðåäü áûëà
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êîíå÷íîé, òî åñòü
∑∞

k=0 Pk = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Pk(t) → 0 äëÿ ëþáîãî k, òî åñòü
î÷åðåäü ðàñòåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïîÿñíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ïðèìåðå. Ïóñòü âðà÷ ïðèíèìàåò áîëüíîãî â
ñðåäíåì çà 15 ìèíóò, òî åñòü 1/ν = 1/4. Ïëàíèðóþùèå îðãàíû îáû÷íî äåëàþò èç
ýòîãî âûâîä, ÷òî çà ÷àñ â ñðåäíåì îí äîëæåí ïðèíÿòü ÷åòûðåõ áîëüíûõ, à çà ÷å-
òûðåõ÷àñîâîé ðàáî÷èé äåíü � 16 ÷åëîâåê. È îðãàíèçóþò äåÿòåëüíîñòü ïîëèêëèíèêè
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ê îäíîìó âðà÷ó íàïðàâëÿëñÿ ïîòîê ïàöèåíòîâ ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ λ = 4, òî åñòü â ñðåäíåì çà îäèí ÷àñ ÷òîáû ïðèáûâàëî ÷åòâåðî áîëüíûõ. Íî
ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ λ/ν = 1 è íåèçáåæíî ñêàïëèâàåòñÿ áîëüøàÿ î÷åðåäü.
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