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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинако-
во распределенные случайные величины. Обозначим через Xn:1 ≤
. . . ≤ Xn:n – порядковые статистики, построенные по выборке
{Xi, i ≤ n}. Рассмотрим линейную комбинацию порядковых ста-
тистик

Ln =
n∑

i=1

cniXn:i,

называемую (классической) L-статистикой. L-статистики нахо-
дят широкое применение, в частности, в теории оценивания. Они
используются, например, при оценке параметров сдвига и масшта-
ба (см. [5, 9]). Для некоторых параметрических семейств коэффи-
циенты cni могут быть подобраны так, чтобы L-статистики были в
известном смысле эквивалентны оценкам максимального правдо-
подобия (их дисперсии асимптотически эквивалентны), которые,
как правило, являются оптимальными.

Наиболее общей формой L-статистик, встречающейся в лите-
ратуре, являются аддитивные функционалы от порядковых ста-
тистик следующего вида:

Φn =
n∑

i=1

hni(Xn:i), (GL)

где hni : R → R, i = 1, . . . , n, – некоторые измеримые функции. В
частности, если hni(y) = cnih(y) и функция h монотонна, то Φn –
классическая L-статистика.

Функционалы вида (GL) в рассматриваемой общности есте-
ственно называть обобщенными L-статистиками. Они впервые
были введены в [3, 4], где были получены асимптотические раз-
ложения для распределений этих статистик в некоторых частных
случаях. Анализ Фурье распределений Φn содержится в [6]. Отме-
тим, что интегральные статистики (интегральные функционалы
от эмпирических функций распределения, например, статистики
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Крамера – Андерсона – Дарлинга) представимы в виде (GL), но
не в виде классических L-статистик (подробнее см. [3, 6]).

Цель работы. Основной целью работы является получение
моментных неравенств и показательных оценок для хвостов рас-
пределения обобщенных L-статистик, а также доказательство аси-
мптотической нормальности и исследование асимптотики вероят-
ностей больших уклонений указанных статистик.

Методика исследований основана на общих методах тео-
рии вероятностей (в частности, на использовании вероятностных
неравенств для сумм независимых банаховозначных случайных
элементов).

Научная новизна. В работе предложены подходы, позволя-
ющие сводить анализ обобщенных L-статистик к изучению сумм
независимых случайных элементов в некотором функциональном
банаховом пространстве, что дало возможность воспользоваться
известными вероятностными неравенствами для сумм независи-
мых банаховозначных случайных элементов. Полученные нера-
венства используются при изучении вероятностей больших укло-
нений рассматриваемых статистик.

В большинстве работ, посвященных асимптотическому анализу
L-статистик, чаще всего рассматривался случай так называемых
регулярных коэффициентов cni, когда

cni = n−1J(i/(n+ 1)) или cni =
∫ i/n

(i−1)/n
J(t)dt,

где J – некоторая достаточно гладкая функция, или асимпто-
тически регулярных коэффициентов, когда cni вычисляются по
вышеприведенным формулам с точностью до o(1/n) равномерно
по всем i (см., например, [1, 2, 10, 11]). Предложенный в насто-
ящей диссертации метод позволяет отказаться от вышеупомяну-
тых условий регулярности коэффициентов cni при доказательстве
асимптотической нормальности L-статистик и выводе вероятност-
ных неравенств для них.
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Практическая ценность. Работа носит теоретический харак-
тер.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались
на объединенном семинаре кафедры теории вероятностей и мате-
матической статистики НГУ и лаборатории теории вероятностей
и математической статистики Института математики СО РАН
под руководством академика А. А. Боровкова. Результаты работы
также докладывались на XXXV и XXXVI международных науч-
ных студенческих конференциях (Новосибирск, 1997 и 1998 гг.).

Публикации. По теме диссертации опубликованы 4 работы,
которые приведены в конце автореферата.

Структура и объем диссертации. Объем диссертации 55
страниц. Она состоит из введения, двух глав и списка литературы,
содержащего 36 наименований.

Используемая в автореферате нумерация теорем и формул не
совпадает с соответствующей нумерацией в диссертации.

Содержание работы

В § 1. 1. изучаются статистики вида (GL), построенные по выбор-
ке из показательного распределения. Получены экспоненциаль-
ные оценки для хвостов распределения указанных статистик, а
также моментные неравенства для них. В § 1. 2. получены анало-
гичные оценки для статистик вида (GL), построенных по выборке
из равномерного на отрезке [0, 1] распределения. Отметим, что с
помощью квантильных преобразований (т.е. несколько видоизме-
нив ядра обощенной L-статистики) мы можем свести задачу к
анализу статистик, построенных по выборке с наперед заданным
непрерывным распределением – например, с показательным или
равномерным. Традиционный в научной литературе выбор этих
двух распределений объясняется удобной для анализа структурой
порядковых статистик.

Аналогичные оценки получены также и для линейных ком-
бинаций функций от порядковых статистик (так называемых L-
статистик с расщепляющимися ядрами), причем на распределение

5



выборки не налагается дополнительных ограничений, кроме мо-
ментных, и не требуется монотонности ядра и регулярного пред-
ставления коэффициентов cni.

Предлагаемый в настоящей работе подход при выводе выше-
упомянутых результатов иллюстрирует возможности бесконечно-
мерного анализа: рассматриваемые задачи сводятся к аналогич-
ным проблемам для сумм независимых случайных элементов со
значениями в некотором функциональном банаховом простран-
стве. Так, предложенный метод позволяет получать значительно
более точные по сравнению с [1] неравенства для хвостов распре-
деления L-статистик и отказаться от регулярного представления
весов.

Во второй главе доказана предельная теорема для одного клас-
са обобщенных L-статистик, построенных по набору центрирован-
ных порядковых статистик, когда в качестве предельного распре-
деления выступает интегральный функционал от некоторого гаус-
совского случайного процесса. Кроме того, в этой же главе изу-
чается асимптотическая нормальность обобщенных L-статистик,
построенных по выборке из равномерного на отрезке [0, 1] распре-
деления, и L-статистик с расщепляющимися ядрами. В частно-
сти, для асимптотической нормальности последних существенно
ослаблены ограничения на веса, накладываемые в [11]. Эти огра-
ничения по существу означают, что коэффициенты cni асимпто-
тически регулярны, в то время как предложенные в настоящей
диссертации условия на cni могут и не удовлетворять этому требо-
ванию. В третьем параграфе второй главы исследуется асимпто-
тика вероятностей больших уклонений (в зоне нормальных укло-
нений) статистик вида (GL), построенных по выборке из пока-
зательного распределения. Аналогичные результаты получены в
[7]. В настоящей работе по сравнению с [7] расширяется класс
L-статистик, допускающий степенные зоны уклонений в соответ-
ствующем асимптотическом представлении хвостов распределе-
ния.
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Рассмотрим центрированную обобщенную L-статистику

An =
n∑

i=1

hni(Un:i)−
n∑

i=1

hni(EUn:i), (1)

построенную по выборке из равномерного на отрезке [0, 1] распре-
деления.

Теорема 1. Пусть функции {hni; i ≤ n} в (1) удовлетворяют
на [0, 1] условию Липшица с константами bni соответственно.
Тогда

P{An ≥ y} ≤ 4 exp
{
− y2 − 8β1y

8(B2
1 +H1y)

}
, (2)

где

β1 =
1

n+ 1

n∑
i=1

i1/2bni, B2
1 =

2
(n+ 1)2

n∑
i=1

 n∑
j=i

bnj

2

,

H1 =
1

n+ 1

n∑
i=1

bni.

Рассмотрим обобщенные L-статистики, построенные по выбор-
ке из показательного с параметром 1 распределения:

Φn =
n∑

i=1

hni(Xn:i)−
n∑

i=1

hni(EXn:i). (3)

Теорема 2. Пусть функции {hni; i ≤ n} в (3) непрерывно диф-
ференцируемы на [0,∞) и при всех x ≥ 0

|h′ni(x)| ≤ αni + βnix
p для некоторого p ≥ 0, (4)

где αni и βni – положительные постоянные, зависящие только
от i и n. Тогда для всех r ≥ 2

E|Φn|r ≤ 8r−1βr
1 + (K1r)r

{
Γ(r + 1)B̃n,r + B̃

r/2
n,2

}
+ (4β2)r(p+1)

+ (K2rp)r(p+1)
{

Γ(r(p+ 1) + 1)Bn,r +B
r(p+1)/2
n,2/(p+1)

}
, (5)
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где βk, k = 1, 2, Bn,r, B̃n,r выражаются через коэффициенты ani и
bni, в диссертации приведен их явный вид, K1 и K2 – положитель-
ные абсолютные постоянные. В диссертации приводится пример,
показывающий, что неравенства (2) и (5) достаточно точные.

Рассмотрим L-статистики следующего вида:

Ln =
n∑

i=1

cnih(Xn:i), (6)

где cni, i = 1, . . . , n, – некоторые постоянные, h – произвольная из-
меримая (не обязательно монотонная) функция, а X1 имеет про-
извольную функцию распределения F .

Без ограничения общности можно считать, что
n∑

i=1
cni = 0, по-

скольку статистика Ln представима в следующем виде:

Ln =
n∑

i=1

c̃nih(Xn:i) + c̃n

n∑
i=1

h(Xi), (7)

где c̃ni = cni − c̃n, c̃n = n−1
n∑

i=1
cni, а второе слагаемое в правой

части (7) представляет собой сумму независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин, для которых хорошо известны
как моментные неравенства, так и оценки для хвостов распреде-
ления.

Введем в рассмотрение функцию ϕn(x):

ϕn(x) = ncnkx+
k∑

i=1

cni − kcnk,
k − 1
n

< x <
k

n
, k = 1, . . . , n.

Далее мы считаем, что функция h имеет ограниченную вариацию
на каждом конечном отрезке и непрерывна слева. Введем следу-
ющие обозначения:

γn =
∫

R
ϕn(F (t))dh(t), HF =

∫
R

(
F (t)(1− F (t))

)1/2
|dh(t)|,
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αk ≡ α(k, F, h) =
∫

R

(∫
R
g(t, z)|dh(t)|

)k

dF (z),

g(t, z) =
{
F (t) при t ≤ z,
1− F (t) при t > z,

cn = max
1≤k≤n

|cnk|,

где |dh(t)| – мера полной вариации, порожденная функцией h.
Всюду в дальнейшем существование интеграла

∫
fdh подразуме-

вает конечность
∫
|f ||dh|.

Теорема 3. Пусть HF <∞ и E|h(X1)|k ≤ k!B2Hk−2/2 для неко-
торых постоянных B2 и H > 0 и всех целых k ≥ 2. Тогда

P{Ln + γn ≥ y} ≤ exp
{
− y2 − 2HF cn

√
ny

4cn(2ncnB2 + yH)

}
. (8)

Замечани е. Зависимость от y в показателе экспоненты
последнего неравенства по существу такая же, что и в классиче-
ском неравенстве С. Н. Бернштейна для сумм независимых слу-
чайных величин. Неравенство (8) существенно уточняет анало-
гичное неравенство из [1] в зоне уклонений y � n1/6.

Теорема 4. Пусть HF < ∞ и αk < ∞ для некоторого k ≥ 2.
Тогда

E|Ln + γn|k ≤ 2k−1ckn

(
(Ck)kαk +Hk

F

)
nk/2, (9)

где C – абсолютная положительная постоянная.

Рассмотрим обобщенные L-статистики

An =
n∑

i=1

hni(Un:i − i/(n+ 1)), (10)

построенные по выборке из равномерного на отрезке [0, 1] рас-
пределения. Рассмотрим также гауссовский случайный процесс
w0(t), 0 ≤ t ≤ 1, с нулевым средним и корреляционной функцией
min{s, t}−st, 0 ≤ s, t ≤ 1. Символом →d будем обозначать слабую
сходимость распределений.
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Теорема 5. Пусть существует функция ϕ(t, x), непрерывная по
паре переменных (t, x), 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ R, такая, что для всех
x ∈ R

max
1≤i≤n

sup
(i−1)/n<t≤i/n

|nhni(x/
√
n)− ϕ(t, x)| ≤ εnψ(x), (11)

где εn → 0 при n → ∞, ψ(x) ≥ 0 – произвольная непрерывная
функция. Тогда при n→∞

An →d

∫ 1

0
ϕ(t, w0(t))dt. (12)

Рассмотрим центрированную обобщенную L-статистику

An =
n∑

i=1

hni(Un:i)−
n∑

i=1

hni(EUn:i), (13)

также построенную по выборке из равномерного на отрезке [0, 1]
распределения и имеющую гладкие ядра.

Для всех t ∈ ((i− 1)/n, i/n], i = 1, . . . , n, положим

αn(t) = n1/2h′ni(i/(n+ 1)).

Обозначим

σ2
n =

∫ 1

0

∫ 1

0
αn(x)αn(y)(min{x, y} − xy)dxdy.

Так как σ2
n – второй момент некоторой гауссовской случайной ве-

личины, то σ2
n ≥ 0. Отметим, что если h′ni(i/(n + 1)) 6= 0 хотя

бы для одного i, то σ2
n > 0. Обозначим также N(0,1) случайную

величину, имеющую стандартное нормальное распределение.

Теорема 6. Пусть функции {hni; i ≤ n} в (13) непрерывно диф-
ференцируемы на [0, 1] и удовлетворяют следующим условиям:

|h′ni(x)− h′ni(y)| ≤ bni|x− y|α, 0 < α ≤ 1, (14)
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n∑
i=1

bni = o
(
n(α+1)/2σn

)
, (15)

n∑
i=1

∣∣∣h′ni(i/(n+ 1))
∣∣∣ = o(nσn(lnn)−1). (16)

Тогда при n→∞
σ−1

n An →d N(0, 1). (17)

Рассмотрим L-статистики вида (6), где ядро h имеет ограни-
ченную вариацию на каждом конечном отрезке и непрерывно сле-
ва. Функцию cn(t) определим следующим образом:

cn(t) = ncni, t ∈ ((i− 1)/n, i/n], 1 ≤ i ≤ n, cn(0) = ncn1.

Введем следующие обозначения (при условии существования со-
ответствующих интегралов):

µn =
∫

R
h(t)dϕn(F (t)),

σ2
n =

∫
R

∫
R
cn(F (x))cn(F (y))

(
F (min{x, y})− F (x)F (y)

)
dh(x)dh(y),

c̃n = max
1≤i≤n−1

|cn,i+1 − cni|,

Yn1 =
∫

R
cn(F (t))

(
F (t)− I{X1 < t}

)
dh(t).

Теорема 7. Пусть 0 < σn <∞ при всех n,

EY 2
n1I

{
|Yn1| ≥ εσn

√
n
}

= o(σ2
n) для любого ε > 0, (18)

c̃n = o(n−3/2σn), (19)∫
R
F (t)(1− F (t))|dh(t)| <∞. (20)

Тогда при n→∞
√
n(Ln − µn)

σn
→d N(0, 1). (21)
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Замечани е. В теореме 7 не требуется равномерного при-
тяжения ступенчатой функции cn(t) к некоторой ограниченной
функции, тогда как, например, в [11] такое условие является су-
щественным. Отметим также, что в теореме 7 ослаблены условия
гладкости на ядро h по сравнению с [8].

Рассмотрим обобщенные L-статистики, построенные по выбор-
ке из показательного распределения и ядрам hni, производные
которых удовлетворяют условию Гельдера с показателем α:

Φn =
n∑

i=1

hni(Xn:i). (22)

Во второй главе приведены некоторые достаточные условия для
справедливости соотношения

P{(Φn − µn)/σn ≥ x} = (1− Φ(x))(1 + o(1)), (23)

где µn и σn – некоторые постоянные, Φ(x) – функция распреде-
ления стандартного нормального закона. В частности, при вы-
полнении условий работы [7] допустимая зона уклонений в (22)
x = o(nα/(4+2α)). Предложенный в настоящей работе метод поз-
воляет, в отличие от [7], получать степенную зону применимости
соотношения (23) для статистик более общего вида.
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