
ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ
(6-é ñåìåñòð)

Ëåêòîð � Àðòåì Ïàâëîâè÷ Êîâàëåâñêèé

I. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

1. Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿò-
íîñòè. Çàäà÷à î âñòðå÷å. Ñîáûòèÿ, îïåðàöèè íàä íèìè. Àêñèîìàòè÷åñêîå çàäàíèå âåðîÿòíî-
ñòè, îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.
2. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè. Âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì è áåç âîçâðàùåíèÿ. Ðàçìåùå-

íèå ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. Ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà, Áîçå�Ýéíøòåéíà, Ôåðìè�
Äèðàêà. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
3. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Ñõåìà Áåðíóëëè. Ôîðìóëà Áåðíóëëè. Âðåìÿ îæèäàíèÿ â ñõåìå

Áåðíóëëè.
4. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà.
5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâà. Òèïû ðàñïðåäåëåíèé:

äèñêðåòíûé, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé, ñìåøàííûé.
6. Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îñíîâ-

íûå ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
7. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àáñî-

ëþòíî íåïåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îñíîâíûå ñåìåéñòâà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé.
8. Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè, èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà, ïðèìåðû.
9. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Êðèòåðèè íåçàâèñèìîñòè. Ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
10. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åãî ñâîéñòâà, ïðèìåðû. Íåðàâåíñòâî

Ìàðêîâà. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà.
11. Ìîìåíòû, âîïðîñû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Äèñïåðñèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èõ ñâîéñòâà. Ïðèìåðû. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.
12. Êîâàðèàöèÿ. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è åãî ñâîéñòâà.
13. Ìàòðèöà êîâàðèàöèé. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî ñâîéñòâà.
14. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè: îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà. Ðàñïðåäåëå-

íèå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå.
15. Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà�Áîëüöìàíà. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è ýíåðãèé ìîëåêóë

ãàçà. Ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.
16. Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè. Ñõîäèìîñòü ïî

ðàñïðåäåëåíèþ ê êîíñòàíòå. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Õèí÷èíà. Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà, åå ñâîéñòâà. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà.
17. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà.
18. Òåîðåìà Ïóàññîíà.
19. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ.

II. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

1. Âàðèàöèîííûé ðÿä. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåîðåìà Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè.
Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí ÷àñòîò.
2. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Íåñìåùåííîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê.

Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû è èõ ñâîéñòâà. Âûáîðî÷íûå àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ.
3. Ìåòîä ìîìåíòîâ. Ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
4. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
5. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ îöåíîê. Íåñðàâíèìûå îöåíêè. Ýôôåêòèâ-

íûå îöåíêè.
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6. Àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûå îöåíêè. Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöå-
íîê ìåòîäîì ìîìåíòîâ. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ îöåíîê.
7. Çàäà÷à ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ. Ìîäåëè ñ ïîëèíîìèàëüíûì è

öèêëè÷åñêèì òðåíäîì.
8. Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì (õè-êâàäðàò, Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà).
9. Ëåììà Ôèøåðà. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè

äëÿ âûáîðîê èç íîðìàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.
10. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
11. Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
12. Ïðîâåðêà ãèïîòåç, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà, õè-êâàäðàò.

Ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ ñ ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.
13. Ïðîâåðêà ãèïîòåç â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ âûáîðîê. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà

îäíîðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ñîâïàäåíèè ïàðàìåòðîâ äâóõ íîðìàëüíûõ
ñîâîêóïíîñòåé. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåêîððåëèðîâàííîñòè êîìïîíåíò äâóìåðíîé íîðìàëü-
íîé âûáîðêè.

Ïëàí ñåìèíàðîâ

1-é ñåìèíàð: Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Êîìáèíàòîðèêà.
2-é ñåìèíàð: Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìî-

äåëü.
3-é ñåìèíàð: Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Ñõåìà Áåðíóëëè.
4-é ñåìèíàð: Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà.
5-é ñåìèíàð: Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
6-é ñåìèíàð: Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
7-é ñåìèíàð: Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.
8-é ñåìèíàð: Ìîìåíòû, êîâàðèàöèÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Ìàòðèöà êîâàðèàöèé.

Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
9-é ñåìèíàð: Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû.
10-é ñåìèíàð: Âûáîðêà è âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè. Îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
11-é ñåìèíàð: Îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-

äîáèÿ. Çàäà÷è ëèíåéíîé ðåãðåññèè.
12-é ñåìèíàð: Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå.
13-é ñåìèíàð: Ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû è êðèòåðèè.
14-é ñåìèíàð: Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè äëÿ äâóõ âûáîðîê.

Çàäà÷è

1.1. Áóêâû, ñîñòàâëÿþùèå Âàøó ôàìèëèþ, íàïèñàëè íà êàðòî÷êàõ, çàòåì êàðòî÷êè ïåðå-
òàñîâàëè è ñòàëè âûêëàäûâàòü â ðÿä â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ Âàøà ôàìèëèÿ?
1.2. n êíèã ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàññòàâëÿþòñÿ íà êíèæíîé ïîëêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî äâå ôèêñèðîâàííûå êíèãè îêàæóòñÿ ñòîÿùèìè ðÿäîì?
1.3. Ó ÷åëîâåêà â êàðìàíå n êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí ïîäõîäèò ê åãî äâåðè. Êëþ÷è

ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ (áåç âîçâðàùåíèÿ) äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ íóæíûé êëþ÷.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íóæíûé êëþ÷ ïîÿâèòñÿ ïðè k-ì èçâëå÷åíèè.
1.4. Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 36 êàðò, íàóãàä èçâëåêàþòñÿ 6 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî:
à) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ òóç ïèê;
á) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî îäèí òóç;
â) ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ ðîâíî äâå áóáíîâûå êàðòû;
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ã) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíà áóáíîâàÿ êàðòà?
1.5. Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, èç êîòîðûõm âûèãðûøíûõ. Íåêòî ïðèîáðåòàåò k áèëåòîâ. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí áèëåò îêàæåòñÿ âûèãðûøíûì.
1.6. Â ëèôò âîñüìèýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âõîäÿò 5 ÷åëîâåê. Íåçàâèñèìî îò

äðóãèõ êàæäûé ìîæåò âûéòè ñ ðàâíûìè øàíñàìè íà ëþáîì ýòàæå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) âñå âûéäóò íà ÷åòâåðòîì ýòàæå;
á) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå;
â) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ?
1.7. ×èñëà 1; 2; . . . ; n ðàññòàâëåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå

ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë ðàâíîâåðîÿòíû, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëà 1, 2, 3 ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî ðÿäîì.
1.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóãàä âûáðàííîì òðåõçíà÷íîì àâòîìîáèëüíîì íîìåðå:

à) âñå öèôðû îäèíàêîâû;
á) âñå öèôðû ðàçëè÷íû;
â) òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû.
1.9. Îäíîêðàòíî áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) âûïàäåò ÷èñëî 3;
á) âûïàäåò ÷èñëî, îòëè÷íîå îò òðåõ;
â) âûïàäåò ÷èñëî, íå ìåíüøåå òðåõ.
1.10. Îäíîêðàòíî áðîñàåòñÿ ïàðà èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ îêàæåòñÿ ðàâíà òðåì;
á) âûïàäóò îäèíàêîâûå ãðàíè;
â) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ îêàæåòñÿ íå ìåíüøå øåñòè.
1.11. Ðåáåíîê èãðàåò ñ äåñÿòüþ áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè: A, A, A, Å, È, Ê, Ì, Ì, Ò, Ò.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè áóêâ â ðÿä îí ïîëó÷èò ñëîâî
"ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ"?
1.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóãàä âûáðàííîì ÷åòûðåõçíà÷íîì àâòîìîáèëüíîì

íîìåðå:
à) âñå öèôðû îäèíàêîâû;
á) âñå öèôðû ðàçëè÷íû;
â) ðîâíî òðè îäèíàêîâûå öèôðû;
ã) òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû;
ä) äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð.
1.13. Íà øàõìàòíóþ äîñêó èç 64 êëåòîê ñòàâÿòñÿ íàóäà÷ó äâå ëàäüè ðàçíîãî öâåòà. Ñ

êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îíè íå áóäóò ¾áèòü¿ äðóã äðóãà?
2.1. Èç ÷èñåë 1, 2, ..., 49 íàóãàä âûáèðàþòñÿ è ôèêñèðóþòñÿ 6 ÷èñåë, ñ÷èòàþùèåñÿ âûèã-

ðûøíûìè. Íåêòî, æåëàþùèé âûèãðàòü, íàóãàä íàçûâàåò ñâîè 6 ÷èñåë èç 49. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè íàçâàííûõ èì ÷èñåë îêàæåòñÿ íå ìåíåå òðåõ âûèãðûøíûõ?
2.2. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç 3n þíîøåé è 3 äåâóøåê, äåëèòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà òðè

ðàâíûå ïî êîëè÷åñòâó ïîäãðóïïû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âñå äåâóøêè îêàæóòñÿ â ðàçíûõ
ïîäãðóïïàõ?
2.3. n ñòóäåíòîâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñõîäÿòñÿ ïî k àóäèòîðèÿì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî â ïåðâîé àóäèòîðèè îêàæåòñÿ n1 ñòóäåíòîâ, âî âòîðîé � n2 ñòóäåíòîâ, ..., â k-é àóäèòîðèè
� nk ñòóäåíòîâ, n1 + . . .+ nk = n?
2.4. Â êóïåéíûé âàãîí (9 êóïå ïî 4 ìåñòà) ïðîäàíî �+4 áèëåòîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî çàíÿòûìè îêàçàëèñü ðîâíî ïÿòü êóïå (÷åðåç � îáîçíà÷åí íîìåð ñòóäåíòà ïî

ñïèñêó ãðóïïû).
2.5. Èç îòðåçêà [0,1] íàóãàä âûáèðàåòñÿ ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â äåñÿòè÷íîé

çàïèñè ýòîãî ÷èñëà âòîðàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé áóäåò äâîéêîé?
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2.6. Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. Îáîçíà÷èì
X; Y åå êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü, ëåæàùóþ öå-
ëèêîì âíóòðè êâàäðàòà, çàâèñèò ëèøü îò ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè è ïðîïîðöèîíàëüíà åé.
à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ 0 < u < 1, 0 < v < 1 âûïîëíåíî

P{X < u, Y < v} = P{X < u}P{Y < v} = uv;

á) íàéòè äëÿ 0 < t < 1 âåðîÿòíîñòè

1) P{|X − Y | < t}; 2) P{XY < t};

3) P{max(X,Y ) < t}; 4) P{min(X,Y ) < t};
â) íàéòè P{X + Y < t} äëÿ 0 < t < 2.
2.7. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíû òðè òî÷êè. Ïóñòü X, Y, Z �

ðàññòîÿíèÿ äî ýòèõ òî÷åê îò ëåâîãî êîíöà îòðåçêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç îòðåçêîâ ñ
äëèíàìè X, Y è Z ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
2.8. Íà îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíû äâå òî÷êè, êîòîðûå

äåëÿò îòðåçîê íà òðè ÷àñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî ñîñòàâèòü òðå-
óãîëüíèê?
2.9. Íåäîáðîñîâåñòíûé êàçíà÷åé çàìåíèë 3 èç 50 çîëîòûõ ìîíåò â êàçíå íà ôàëüøèâûå.

Ñóëòàí âçâåøèâàåò 3 íàóãàä âûáðàííûõ ìîíåòû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàçíà÷åé
áóäåò óëè÷åí?
2.10. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç 2n äåâóøåê è 2n þíîøåé, äåëèòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà

äâå ðàâíûå ïî êîëè÷åñòâó ïîäãðóïïû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êàæäîé ïîäãðóïïå
îêàæåòñÿ ïîðîâíó þíîøåé è äåâóøåê.
2.11 Â ÿùèêå èìååòñÿ 4 çåëåíûõ, 5 ñèíèõ è 6 êðàñíûõ øàðîâ. Íàóãàä âûáèðàåòñÿ äâà

øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) ýòî áóäóò ñèíèé è çåëåíûé øàðû;
á) øàðû îêàæóòñÿ îäíîãî öâåòà;
â) øàðû îêàæóòñÿ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.
2.12. n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî n ÿùèêàì. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ýòîì ðîâíî îäèí ÿùèê îêàæåòñÿ ïóñòûì?
2.13. Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 52 êàðòû, íàóãàä èçâëåêàþò 6 êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî ñðåäè íèõ áóäóò ïðåäñòàâèòåëè âñåõ ÷åòûðåõ ìàñòåé?
2.14. Îòðåçîê äëèíû l ëîìàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî äëèíà

íàèáîëüøåãî îáëîìêà ïðåâîñõîäèò 2l/3?
2.15. Òî÷êà áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó â êâàäðàò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà ïîïàäåò â

êðóã, âïèñàííûé â ýòîò êâàäðàò.
2.16. Òî÷êà áðîñàåòñÿ íàóäà÷ó â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0),(2,0) è (0,1).

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) àáñöèññà òî÷êè îêàæåòñÿ áîëüøå 1/2;
á) îðäèíàòà òî÷êè îêàæåòñÿ áîëüøå 1/2.
3.1. Ïðîèçâîäÿò 3 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâêè áóêâ Âàøåé ôàìèëèè. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) õîòÿ áû ðàç ïîëó÷èëàñü Âàøà ôàìèëèÿ;
á) êàæäûé ðàç ïîëó÷àëàñü Âàøà ôàìèëèÿ;
â) â ïîñëåäíèé ðàç ïîëó÷èëàñü Âàøà ôàìèëèÿ.
Ñðàâíèòü âåðîÿòíîñòè, íàéäåííûå â ïóíêòàõ (à), (á), (â).
3.2. Ïóñòü ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà P (A) ðàâíà 0 èëè 1.
3.3. Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ñòðåëîê B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5,

ñòðåëîê C � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ðîâíî äâå ïóëè ïîïàëè â öåëü?
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3.4. Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîî÷åðåäíî áðîñàÿ ìîíåòó. Âûèãðàâøèì ñ÷èòàåòñÿ òîò, êòî ïåð-
âûì ïîëó÷èò ãåðá. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k-ì áðîñàíèè. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ èãðîêà, íà÷èíàþùåãî èãðó?
3.5. 10 ëþáèòåëåé ïîäëåäíîãî ëîâà ðûáû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

ðàçìåùàþòñÿ íà ëüäó îçåðà, èìåþùåãî ôîðìó êðóãà ðàäèóñà 1 êì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íå ìåíåå 5 ðûáàêîâ ðàñïîëîæàòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëåå 200 ì îò áåðåãà?
3.6. Â øàð ðàäèóñà R íàóäà÷ó áðîñàþòñÿ n òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå

îò öåíòðà øàðà äî áëèæàéøåé òî÷êè áóäåò íå ìåíüøå a, 0 < a < R.
3.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà

p ïîÿâÿòñÿ m+ l óñïåõîâ, ïðè÷åì l óñïåõîâ ïîÿâÿòñÿ â ïîñëåäíèõ l èñïûòàíèÿõ.
3.8. Â êðóã âïèñàí êâàäðàò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10 òî÷åê, áðîøåííûõ íàóäà÷ó

â êðóã, ÷åòûðå ïîïàäóò â êâàäðàò, òðè � â íèæíèé ñåãìåíò, è ïî îäíîé � â îñòàâøèåñÿ òðè
ñåãìåíòà.
3.9. Ñîáûòèÿ A1; . . . ; An íåçàâèñèìû, èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè pi = P (Ai); i = 1; . . . ; n.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) ïðîèçîéäåò ðîâíî îäíî èç Ai;
á) íå ïðîèçîéäåò íè îäíî èç Ai;
â) ïðîèçîéäåò õîòÿ áû îäíî èç Ai.
3.10. ×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà 3 ïàðòèè èç 4 èëè 5 ïàðòèé

èç 8?
3.11. Øàõìàòèñòû A è B ðåøèëè ñûãðàòü ìåæäó ñîáîé ìàò÷. Èçâåñòíî, ÷òî A âûèãðûâàåò

êàæäóþ ïàðòèþ ó B ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3 ïðîèãðûâàåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì
äëÿ ïîáåäû â ìàò÷å èãðîêó A íóæíî íàáðàòü 4 î÷êà, à èãðîêó B äëÿ ïîáåäû äîñòàòî÷íî
íàáðàòü 2 î÷êà (çà âûèãðûø â ïàðòèè äàåòñÿ î÷êî, çà ïðîèãðûø � 0 î÷êîâ, íè÷üèõ íåò).
Ðàâíû ëè øàíñû íà óñïåõ?
3.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k-é ïî ïîðÿäêó óñïåõ â ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñïû-

òàíèé Áåðíóëëè ïðîèçîéäåò íà l-ì èñïûòàíèè.
3.13. Íà îòðåçîê [0,10] íàóäà÷ó áðîøåíî 5 òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå òî÷êè

ïîïàäóò â [0,2], îäíà � â [2,3] è äâå � â [3,10].
4.1. Íàóäà÷ó âûáèðàþò ÷èñëî ïåðâûõ áóêâ îò 2 äîm èç Âàøåé ôàìèëèè (çäåñüm � îáùåå

÷èñëî áóêâ â ôàìèëèè) è îñóùåñòâëÿþò èõ ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ Âàøà ôàìèëèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàëè äâå
ïåðâûõ áóêâû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Âàøà ôàìèëèÿ ïîëó÷èëàñü.
4.2. Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ñòðåëîê B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5,

ñòðåëîê C � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíè. Èçâåñòíî, ÷òî äâå ïóëè èç
òðåõ ïîïàëè â öåëü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîìàõíóëñÿ C?
4.3. ×òîáû íàéòè íóæíóþ êíèãó, ñòóäåíò ðåøèë îáîéòè 3 áèáëèîòåêè. Äëÿ êàæäîé áèá-

ëèîòåêè îäèíàêîâî âåðîÿòíî, åñòü â ôîíäàõ ýòà êíèãà èëè íåò, è åñëè êíèãà åñòü â ôîíäàõ, òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 îíà íå çàíÿòà äðóãèì ÷èòàòåëåì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò
íàéäåò êíèãó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî áèáëèîòåêè êîìïëåêòóþòñÿ íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé?
4.4. Èç n ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñòóäåíò çíàåò m, ïîýòîìó, åñëè îí çàéäåò ïåðâûì íà

ýêçàìåí, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ m/n îí âûòàùèò ¾õîðîøèé¿ áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûòà-
ùèòü ¾õîðîøèé¿ áèëåò, åñëè ñòóäåíò çàéäåò íà ýêçàìåí âòîðûì?
4.5. Äîïóñòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà p, à âåðîÿò-

íîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè ïðè k ïîïàäàíèÿõ ðàâíà 1 − qk. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëü
ïîðàæåíà, åñëè áûëî ïðîèçâåäåíî n âûñòðåëîâ?
4.6. Â ïðîäàæó ïîñòóïàþò òåëåâèçîðû òðåõ çàâîäîâ. Ïðîäóêöèÿ ïåðâîãî çàâîäà ñîäåðæèò

5% òåëåâèçîðîâ ñî ñêðûòûì äåôåêòîì, âòîðîãî � 3%, è òðåòüåãî � 1%. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
ïðèîáðåñòè èñïðàâíûé òåëåâèçîð, åñëè â ìàãàçèí ïîñòóïèëî 20% òåëåâèçîðîâ ñ ïåðâîãî
çàâîäà, 30% � ñî âòîðîãî è 50% � ñ òðåòüåãî?
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4.7. Èçâåñòíî, ÷òî 34% ëþäåé èìåþò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, 37% � âòîðóþ, 21% � òðåòüþ
è 8% � ÷åòâåðòóþ. Áîëüíîìó ñ ïåðâîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü òîëüêî êðîâü ïåðâîé
ãðóïïû, ñî âòîðîé � êðîâü ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï, ñ òðåòüåé � êðîâü ïåðâîé è òðåòüåé
ãðóïï, è ÷åëîâåêó ñ ÷åòâåðòîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü êðîâü ëþáîé ãðóïïû. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó áîëüíîìó ìîæíî ïåðåëèòü êðîâü ïðîèçâîëüíî
âûáðàííîãî äîíîðà?
4.8. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ: AAAA,

BBBB, CCCC, ïðè÷åì äåëàåòñÿ ýòî ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,3, 0,4 è 0,3 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî,
÷òî äåéñòâèå øóìîâ íà ïðèåìíîå óñòðîéñòâî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ïðèåìà
êàæäîé èç ïåðåäàííûõ áóêâ äî 0,6, à âåðîÿòíîñòü ïðèåìà êàæäîé ïåðåäàííîé áóêâû çà äâå
äðóãèå ðàâíû 0,2 è 0,2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëà ïåðåäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AAAA, åñëè íà ïðèåìíîì
óñòðîéñòâå ïîëó÷åíî ABCA.
4.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 5% âñåõ ìóæ÷èí è 0.25% âñåõ æåíùèí � äàëüòîíèêè. Íàóãàä âû-

áðàííîå ëèöî ñòðàäàåò äàëüòîíèçìîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ìóæ÷èíà? Ñ÷èòàòü,
÷òî ìóæ÷èí è æåíùèí îäèíàêîâîå ÷èñëî.
4.10. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, ïåðåëîæåíû 2 âûòÿíóòûõ íàóäà÷ó

øàðà â óðíó, ñîäåðæàùóþ 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà. Çàòåì èç âòîðîé óðíû âûíóò øàð.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áåëûé.
4.11. Íåêîòîðîå íàñåêîìîå ñ âåðîÿòíîñòüþ λk

k!
e−λ îòêëàäûâàåò k ÿèö, ãäå k = 0, 1, 2, . . ., à

÷èñëî λ ïîëîæèòåëüíî. Âåðîÿòíîñòü ðàçâèòèÿ ïîòîìêà èç ÿéöà ðàâíà p. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ó íàñåêîìîãî áóäåò ðîâíî m ïîòîìêîâ?
4.12. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ó íàñåêîìîãî ðàçâèëîñü 10 ïîòîìêîâ. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì áûëî îòëîæåíî 20 ÿèö?
5.1. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ïðîèçâîäè-

ìûõ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà âêëþ÷èòåëüíî.
5.2. Âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X âåðîÿòíîñòè ñëåäó-

þùèõ ñîáûòèé: P{a < X < b}, P{a ≤ X < b}, P{a < X ≤ b}, P{a ≤ X ≤ b}.
5.3. Ìîãóò ëè ôóíêöèè
(à) f(y) = 1

2
e−|y|, (á) f(y) = e−y, (â) f(y) = cos y, (ã) f(y) ≡ 1

áûòü ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ?
5.4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(y) =

{
Cy2, y ∈ [0, 1],
0, y ̸∈ [0, 1].

Íàéòè C è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
5.5. Âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ Γα,λ â ñëó÷àå, êîãäà λ = n � öåëîå ÷èñëî.
5.6. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîñàþò äâå òî÷êè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.
5.7. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàâíû

(0; 0), (8; 0), (21 � 2�; 17 � 2�). Çäåñü �� íîìåð ñòóäåíòà ïî ñïèñêó ãðóïïû. Íàéòè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè.
5.8. Â êðóã ðàäèóñà R íàóãàä áðîñàþò òî÷êó. Íàéòè:
(à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ýòîé òî÷êè äî öåíòðà

êðóãà;
(á) ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷êè.
5.9. Èãðîê âûèãðûâàåò î÷êî, åñëè ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû âûïàäàåò ãåðá, è ïðîèã-

ðûâàåò î÷êî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî
âûèãðûøà èãðîêà ïîñëå äâóõ áðîñàíèé ìîíåòû.
5.10. Äèñêðåòíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ) çàäàåòñÿ òàáëè-

öåé:
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X \ Y -1 0 1
-1 0,2 0,1 0,0
1 0,4 0,0 0,3

Íàéòè (à) îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y ; (á) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X + Y ; (â) çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ Z = Y 2.
5.11. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îêàæåòñÿ öåëûì, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå?
5.12. n òî÷åê íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áðîñàþòñÿ íà îòðåçîê [0; a]. Íàéòè ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) Y1 (êðàéíÿÿ ñëåâà òî÷êà),
(á) Yn (êðàéíÿÿ ñïðàâà òî÷êà), (â) Yk (k-ÿ ïî ñ÷åòó ñëåâà òî÷êà, k = 1, ..., n).
6.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0; π]. Íàéòè ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = sinX.
6.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [−π/2; π/2]. Íàéòè

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = tgX.
6.3. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(t) =

{
θtθ−1, t ∈ [0, 1],
0, t ̸∈ [0, 1].

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = − lnX.
6.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà [0,1]. Íàéòè

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X − Y .
6.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) Y1 = X2, (â) Y2 = sinX.
6.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

max(0, X). Íàéòè äèñêðåòíóþ è àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòû ïîëó÷åííîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ.
6.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå äèñêðåòíîå ðàñïðå-

äåëåíèå P{X = yk} = P{Y = yk} = pk, k ≥ 1. Íàéòè P{X = Y }.
6.8. X è Y íåçàâèñèìû, ïðè÷åì P{X = 0} = P{X = 1} = 1/2, à P{Y < t} = t, 0 < t < 1.

Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y è XY .
6.9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0; 1]. Íàéòè ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) Y1 = 2X + 1, (á) Y2 = X−1.
6.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α. Íàéòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) Y1 = [X] (öåëàÿ ÷àñòü X), (á) Y2 = X − [X], (â)
Y3 = X2, (ã) Y4 = α−1 lnX, (ä) Y5 =

√
X.

6.11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Íàéòè ôóíêöèþ è
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = tgX.
6.12. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïîêàçàòåëüíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Íàéòè P{X = 2Y }.
6.13. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà [0,1]. Íàéòè

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû max(X; 2Y ).
7.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ââåäåííûõ â çà-

äà÷àõ (à) 5.1; (á) 5.6; (â) 5.8(à).
7.2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè â çàäà÷å

5.7.
7.3. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïëîòíîñòÿìè

ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííûìè ôîðìóëàìè (à) 5.3 (à); (á) 5.4.
7.4. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y â çàäà÷å 6.1.
7.5. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X − Y â çàäà÷å

6.4.
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7.6. Äîêàçàòü, ÷òî EX =
∞∑
k=1

P (X ≥ k), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
∞∑
k=1

P (X = k) = 1.

7.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, Y èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/3. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) 2X + 3Y ; (á) X − 9Y − 1.
7.8. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé:

(à) ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà;
(á) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå;
(â) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a; b];
(ã) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α;
(ä) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå.
7.9. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y1 è Yn, ââåäåííûõ

â çàäà÷å 5.12.
8.1. Íàéòè EX2013, åñëè X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
8.2. Âû÷èñëèòü ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé:

(à) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå,
(á) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå.
8.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìèP (X = k) =

Ck−10, k = 1, 2, . . . . Êàê íàéòè C? Êàêîãî ïîðÿäêà ìîìåíòû ñóùåñòâóþò ó ýòîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X?
8.4. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ (X,X + Y ), ãäå X è Y íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ äèñïåðñèþ.
8.5. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷êè èç çàäà÷è 5.7.
8.6. Òî÷êà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ â êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Íàéòè êîýôôè-

öèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó åå äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè.
8.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α. Íàéòè,

äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Y = eβX .
8.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t) = 3t−2 ïðè t ≥ 1. Òîãäà

EX−1 =
∫∞
1

3t−3dt = 3/2, EX−2 =
∫∞
1

3t−4dt = 1, DX−1 = 1 − (3/2)2 < 0. Íî èçâåñòíî, ÷òî
äèñïåðñèÿ îòðèöàòåëüíîé íå áûâàåò. Îáúÿñíèòü ïðîòèâîðå÷èå.
8.9. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ (X, Y ) â óñëîâèÿõ çàäà÷è 5.10.
8.10. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ (X,X2), ãäå X èìååò:

(à) ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;
(á) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
8.11. Çàïèñàòü ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Z⃗ è íàéòè ïðå-

îáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ñëó÷àéíûé âåêòîð Z⃗ = (Z1, Z2)
T ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ñëó÷àéíûé âåêòîð X⃗ = (X1, X2)
T ñ äâóìåðíûì ñòàíäàðòíûì

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà Z⃗ ðàâíà

(
8 18
18 45

)
.

9.1. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíè-
ìàþùåé çíà÷åíèÿ 0, 1 è 2 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.
9.2. Íàéòè êîíñòàíòó C òàêóþ, ÷òî X2

1 + X2
2 ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñî ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé CY , ãäå (X1, X2) � âåêòîð ñ äâóìåðíûì ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì, à Y èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì � (çäåñü � � íîìåð ñòóäåíòà
ïî ñïèñêó ãðóïïû).
9.3. 120 ðàç ïîäáðàñûâàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî âåðîÿòíîñòü êàæ-

äîãî èç äâóõ ñîáûòèé:
Âàðèàíò 1. Âûïàëî íå ìåíåå 10 åäèíèö; âûïàëî íå ìåíåå 60 ÷åòíûõ ÷èñåë.
Âàðèàíò 2. Âûïàëî íå ìåíåå 10 øåñòåðîê; ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë ìåíüøå 300.

8



Âàðèàíò 3. Â ñóììå âûïàëî íå ìåíåå 400 î÷êîâ; ñóììà âûïàâøèõ ÷åòíûõ ÷èñåë íå ìåíåå
250.
Âàðèàíò 4. Âûïàëî ìåíåå 20 åäèíèö; âûïàëî íå ìåíåå 20 äâîåê.
Âàðèàíò 5. Ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë íå ìåíüøå 320; òðîéêà âûïàëà íå ìåíåå 10 ðàç.
Âàðèàíò 6. Ïÿòåðêà è øåñòåðêà âûïàëè âñåãî íå ìåíåå 20 ðàç; åäèíèöà è äâîéêà âûïàëè

ìåíåå 30 ðàç.
Âàðèàíò 7. Âûïàëî íå ìåíåå 70 íå÷åòíûõ ÷èñåë; âûïàëî íå ìåíåå 20 ïÿòåðîê.
Âàðèàíò 8. Âûïàëî ìåíåå 15 äâîåê; âûïàëî íå ìåíåå 60 íå÷åòíûõ ÷èñåë.
Âàðèàíò 9. Âûïàëî íå ìåíåå 10 åäèíèö; ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë íå ìåíüøå 400.
Âàðèàíò 10. Â ñóììå âûïàëî ìåíåå 300 î÷êîâ; ñóììà âûïàâøèõ íå÷åòíûõ ÷èñåë ìåíåå

200.
Âàðèàíò 11. Âûïàëî íå ìåíåå 15 øåñòåðîê; âûïàëî ìåíåå 20 åäèíèö.
Âàðèàíò 12. Ñóììà âûïàâøèõ ÷èñåë ìåíüøå 250; ÷åòâåðêà âûïàëà íå ìåíåå 15 ðàç.
Âàðèàíò 13. Ïÿòåðêà è øåñòåðêà âûïàëè âñåãî ìåíåå 20 ðàç; åäèíèöà è äâîéêà âûïàëè íå

ìåíåå 25 ðàç.
Âàðèàíò 14. âûïàëî íå ìåíåå 65 ÷åòíûõ ÷èñåë; âûïàëî ìåíåå 20 øåñòåðîê.
Âàðèàíò 15. Âûïàëî íå ìåíåå 15 åäèíèö; âûïàëî íå ìåíåå 70 ÷åòíûõ ÷èñåë.
9.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ... íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó

Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X2
1 + ...+X2

n

n
−

(
X1 + ...+Xn

n

)2

?

9.5. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè:
1) áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;
2) áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;
3) ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
9.6. Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âûðàçèòü EX è

DX ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.
9.7. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ:

1) ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;
2) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ;
3) êâàäðàòà ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
4) ñóììû êâàäðàòîâ n íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
9.8. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèÿ: cos t, (1 − 4it)−1,

exp(2it− 2t2).
9.9. Èãðîê â êàæäîé èãðå (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ èãð) âûèãðûâàåò 80 ðóáëåé

ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1, ïðîèãðûâàåò 20 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Íàéòè, ê êàêîé âåëè÷èíå
ñõîäèòñÿ ñðåäíèé âûèãðûø çà n èãð ïðè n → ∞.
9.10. Ïóñòü X1, X2, . . . � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî åñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå îò 0 äî 1. Íàéòè ïðåäåëû ï. í. ñëåäóþùèõ
âûðàæåíèé ïðè n → ∞:

a)
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; â)

1

n

(
1

1 +X1

+ . . .+
1

1 +Xn

)
;

á)

√
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; ã) arctg

(
2

n
(X1 + . . .+Xn)

)
.

9.11. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2, 4 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4, 3 ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0.3 è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1. Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ îí ñäàåò 100 ýêçàìåíîâ. Íàéòè
ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 ëåæèò ñðåäíèé áàëë.
9.12. Óðîæàéíîñòü êóñòà êàðòîôåëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì:
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Óðîæàé â êã 0 1 1.5 2 2.5
Âåðîÿòíîñòü 0.1 0.2 0.2 0.3 0.2

Íà ó÷àñòêå âûñàæåíî 900 êóñòîâ. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 áóäåò íàõîäèòüñÿ
óðîæàé? Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êóñòîâ íóæíî ïîñàäèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå
0.975 óðîæàé áûë íå ìåíåå òîííû?
9.13. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îáùàÿ ñóììà î÷êîâ íå ïðåâûñèò

700. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ áîëåå 210 áðîñàíèé.
9.14. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 0.515. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 òûñ. íîâîðîæäåííûõ îêàæåòñÿ ìàëü÷èêîâ íå áîëüøå, ÷åì
äåâî÷åê?
9.15. Äëÿ ëèöà, äîæèâøåãî äî äâàäöàòèëåòíåãî âîçðàñòà, âåðîÿòíîñòü ñìåðòè íà 21-ì ãîäó

æèçíè ðàâíà 0.006. Çàñòðàõîâàíà ãðóïïà 10000 ëèö 20-ëåòíåãî âîçðàñòà, ïðè÷åì êàæäûé çà-
ñòðàõîâàííûé âíåñ 1200 ðóáëåé ñòðàõîâûõ âçíîñîâ çà ãîä. Â ñëó÷àå ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî
ðîäñòâåííèêàì âûïëà÷èâàåòñÿ 100000 ðóáëåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
(à) ê êîíöó ãîäà ñòðàõîâîå ó÷ðåæäåíèå îêàæåòñÿ â óáûòêå;
(á) åãî äîõîä ïðåâûñèò 6000000 ðóáëåé?
Êàêîé ìèíèìàëüíûé ñòðàõîâîé âçíîñ ñëåäóåò ó÷ðåäèòü, ÷òîáû â òåõ æå óñëîâèÿõ ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 0.95 äîõîä áûë íå ìåíåå 4000000 ðóáëåé?
9.16. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïóñêà ñâåðëà ïîâûøåííîé õðóïêîñòè (áðàê) ðàâíà 0.02.

Ñâåðëà óêëàäûâàþòñÿ â êîðîáêè ïî 100 øò. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîðîáêå íå
îêàæåòñÿ áðàêîâàííûõ ñâåðë? Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñâåðë íóæíî êëàñòü â êîðîáêó
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0.9, â íåé áûëî íå ìåíåå 100 èñïðàâíûõ?
9.17. Âåðîÿòíîñòü óãàäûâàíèÿ 6 íîìåðîâ â ñïîðòëîòî (6 èç 49) ðàâíà 7.2·10−8. Ïðè ïîäñ÷å-

òå îêàçàëèñü çàïîëíåííûìè 5 ìëí. êàðòî÷åê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî íèêòî íå óãàäàë âñå 6
íîìåðîâ? Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê íóæíî çàïîëíèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ
íå ìåíåå 0.9 õîòÿ áû îäèí óãàäàë 6 íîìåðîâ?
10.1. Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x⃗ = (x1, . . . , xn):
à) ïîñòðîèòü ãðàôèêè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ãèñòîãðàììû è ïîëèãîíà

÷àñòîò (÷èñëî ïðîìåæóòêîâ âûáðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ñòåäæåñà);
á) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ñðåäíåå, äèñïåðñèþ, àñèììåòðèþ è ýêñöåññ.
Âàðèàíò 1. (1; 2; 0; 0; 4; 6; 6; 2; 3)
Âàðèàíò 2. (0; 7; 1; 0; -1; 6; -1; 2; 3; 4)
Âàðèàíò 3. (8; 2; 3; 3; 1; 5; 5; 2)
Âàðèàíò 4. (-1; 4; 1; 1; -1; 0; 3; 2; 3)
Âàðèàíò 5. (3; -2; -4; 0; -4; 2; 1; 0; 0; 0)
Âàðèàíò 6. (1; 2; 0; 0; 4; 6; 6; 2; 3)
Âàðèàíò 7. (1; 2; 0; 0; 4; 6; 6; 2; 3)
Âàðèàíò 8. (3; -4; 1; 2; 2; -6; 5; 3; -4)
Âàðèàíò 9. (-2; 2; 4; -2; 7; -3; 0; 2; 0; -1)
Âàðèàíò 10. (-1; 3; 1; 0; -3; 8; -3; 2)
Âàðèàíò 11. (0; 0; 0; 0; 1; 5; 4; 2; 1; 3)
Âàðèàíò 12. (1; -2; 0; 0; -4; 6; -6; -2; 3)
Âàðèàíò 13. (1; 2; 8; 8; 4; 1; 1; 2; 3)
Âàðèàíò 14. (5; -2; -3; 0; 4; 0; 5; 2)
Âàðèàíò 15. (4; 0; 4; 0; 2; 2; 2)

10.2. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðà ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ìîìåíòó.
Âàðèàíò 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P{X = 0} = (1− p)2, P{X = 1} = 2p(1− p), P{X = 2} = p2.

Âàðèàíò 2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà
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f(x) =

{
2x
θ
e−x2/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 3. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3x2

θ
e−x3/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1

2θ
√
x
e−

√
x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P{X = 1} = p2, P{X = 2} = 2p(1− p), P{X = 3} = (1− p)2.

Âàðèàíò 6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
3
√
x

2θ
e−x

√
x/θ ïðè x > 0;
0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 7. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
1
θ
x−(θ+1)/θ ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

Âàðèàíò 8. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
(θ − 1)x−θ ïðè x > 1;

0 ïðè x ≤ 1.

Âàðèàíò 9. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x
θ2
e−x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 10. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
x2

2θ3
e−x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P{X = 0} = (1− p)3, P{X = 1} = 3p(1− p)2,

P{X = 2} = 3p2(1− p), P{X = 3} = p3.

Âàðèàíò 12. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{ √
2
πθ
e−x2/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 13. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
4x3

θ
e−x4/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.

Âàðèàíò 14. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(x) =

{
2
θ
e−2x/θ ïðè x > 0;

0 ïðè x ≤ 0.
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Âàðèàíò 15. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 2, 3, 4 ñ âåðîÿòíîñòÿìè

P{X = 2} = p2, P{X = 3} = 2p(1− p), P{X = 4} = (1− p)2.

10.3. Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x⃗ =(0; 0; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 1):
à) ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ;
á) âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè.
10.4. Ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 0; 1 âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî

ñðåäíåãî, âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, âûáîðî÷íîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ, íåñìå-
ùåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, âûáîðî÷íûõ àñèììåòðèè è ýêñöåññà.
10.5. Ïóñòü âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2. Âû÷èñëèòü

EX, DX. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X?
10.6. Ïàññàæèð ìàðøðóòíîãî òàêñè èçìåðèë 8 ðàç âðåìÿ îæèäàíèÿ òàêñè è ïîëó÷èë ñëå-

äóþùèå ðåçóëüòàòû (â ìèíóòàõ): 8; 4; 5; 4; 2; 15; 1; 6. Ó íåãî åñòü äâå ãèïîòåçû îòíîñè-
òåëüíî ãðàôèêà äâèæåíèÿ òàêñè: ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ ñîáëþäàåòñÿ, è âðåìÿ îæèäàíèÿ
èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; θ], ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ íå ñîáëþäàåòñÿ,
è âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.
à) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ θ è λ, èñïîëüçîâàâ îöåíêè θ̃2 = (n+1)X(n)/n

è λ̃2 =
n−1
nX

.
á) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è

òåîðåòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå
âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.
â) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû è òåîðåòè÷åñêèå ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïà-
ðàìåòðîâ ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.
ã) Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêàÿ èç ãèïîòåç âû-

ãëÿäèò áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.
10.7. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïà-

ðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêè ïàðàìåòðà p:
a) ïî ïåðâîìó ìîìåíòó;
á) ïî âòîðîìó ìîìåíòó;
â) ïî ïðîèçâîëüíîìó k-ìó ìîìåíòó.
Ìîæíî ëè îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-ëèáî èç ïîñòðîåííûõ îöåíîê? Èññëåäîâàòü èõ ñî-

ñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü.
10.8. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêè

ìåòîäîì ìîìåíòîâ:
a) ïàðàìåòðà p ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó ìîìåíòó ïðè èçâåñòíîì m > 0;
á) ïàðàìåòðîâ p è m.
Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê.
10.9. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ

îöåíîê ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; θ]. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå
îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè?
10.10. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0, åñëè ðàñïðåäåëå-

íèå âûáîðêè èìååò ïëîòíîñòü:
à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.
10.11. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; θ];
0, t ̸∈ [0; θ].
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Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ, èññëåäîâàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è
ñîñòîÿòåëüíîñòü.
10.12. Ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà α > 0 ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ fα(t) = αe−αt, t > 0. Áóäåò ëè îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿ-
òåëüíîé?
10.13. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëü-

çóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü îöåíêè:
à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.
11.1. Â çàäà÷å 10.2 íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è èññëåäîâàòü åå ñîñòîÿ-

òåëüíîñòü.
11.2. Äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè Y⃗ = (Y1, . . . , Yn) ðàññìîòðåòü òðåíäîâûå òðåõïàðàìåòðè÷å-

ñêèå ìîäåëè:
a) ìîäåëü ñ ñèíóñîèäàëüíûì òðåíäîì

Yj = a0 + a1 cos
2πj

n
+ b1 sin

2πj

n
+ εj;

á) ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷åñêèì òðåíäîì

Yj = a+ bj + cj2 + εj.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ íàéòè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé âû÷èñëèòü äîëþ îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè.
Âûáðàòü òó ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé äîëÿ îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Ïî-

ñòðîèòü ãðàôèê âûáðàííîé ëèíèè ðåãðåññèè.
Âàðèàíò 1. -1,8 -6,4 -13,3 -22,2
Âàðèàíò 2. 0,6 3,1 3,6 1,6
Âàðèàíò 3. 4,8 3,1 0,1 -4,6
Âàðèàíò 4. -2,0 0,0 2,8 2,5
Âàðèàíò 5. 1,8 -2,6 -9,7 -19,2
Âàðèàíò 6. 5,5 0,5 -0,7 2,6
Âàðèàíò 7. -1,5 0,1 4,3 10,1
Âàðèàíò 8. -3,1 -0,7 2,7 1,7
Âàðèàíò 9. -0,4 -4,8 -11,6 -21,2
Âàðèàíò 10. 1,6 4,2 5,4 3,0
Âàðèàíò 11. 3,9 3,3 -0,1 -5,1
Âàðèàíò 12. -3,0 0,0 2,0 2,2
Âàðèàíò 13. 2,4 -2,6 -10,0 -19,0
Âàðèàíò 14. 5,3 0,2 -0,9 3,3
Âàðèàíò 15. 2,2 0,2 3,7 10,5
11.3. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïà-

ðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
(Óêàçàíèå: ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òî÷êó t äëÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè ðàâíà
f(t, p) = pt(1 − p)1−t, ãäå t ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 1). Èññëåäîâàòü
ñîñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.
11.4. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêó

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p ïðè èçâåñòíîì m > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëü-
íîñòü è íåñìåùåííîñòü îöåíêè.
11.5. Ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà α > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè.
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11.6. Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî âûáîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïà-
ðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
θ

tθ+1 , t ≥ 1;
0, t < 1.

Äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.
11.7. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ;
0, t < θ.

Íàéòè îöåíêó äëÿ θ:
à) ìåòîäîì ìîìåíòîâ;
á) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè? Âû÷èñëèòü ñìåùåíèÿ îöåíîê è ïîëó÷èòü

èñïðàâëåííûå íåñìåùåííûå îöåíêè.
11.8. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëüçóÿ

ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñòðîèòü îöåíêè:
à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.
11.9. Ïóñòü Yi = xi + θ + εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R. Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàéòè îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.
11.10. Ïóñòü Yi = θxi + εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé

xi âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû Ãàóññà�Ìàðêîâà. Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàéòè îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.
11.11. Êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà Y > 0 â êðîâè ïàöèåíòà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå

òåëà x > 0. Íàéòè îöåíêó êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé:
1) Yi = θ/xi + εi;
2) lnYi = ln(θ/xi) + εi;
i = 1, . . . , n. Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ â êàæäîé ìîäåëè. Íàéòè äèñïåðñèþ îöåíêè â

ïåðâîé ìîäåëè è äèñïåðñèþ ëîãàðèôìà îöåíêè âî âòîðîé ìîäåëè.
11.12. Äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Yi = a+ bxi + εi, i = 1, . . . , n, íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ

a, b ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíîê. Íàéòè
îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.
11.13. Ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè x1 = 1, Y1 = 0, x2 = 2, Y2 = 2, 5, x3 = 3,

Y3 = 0, 5, íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Âû÷èñëèòü
ðåàëèçàöèþ êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè.
12.1. Äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Íàéòè

òî÷å÷íûå îöåíêè è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû óðîâíÿ 0,95 äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è
äèñïåðñèè. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èõ òî÷å÷íûå îöåíêè, çàïèñàòü âû-
ðàæåíèå äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ãèñòîãðàììó
ñ øàãîì, ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó îòêëîíåíèþ, è ãðàôèê îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.
Âàðèàíò 1. 2,3 1,7 2,7 2,0 2,0 1,6
Âàðèàíò 2. 1,6 1,9 2,8 2,2 2,2 1,9
Âàðèàíò 3. 2,3 2,8 2,7 2,7 2,2 0,8
Âàðèàíò 4. 2,0 1,5 2,2 2,1 2,0 2,0
Âàðèàíò 5. 2,9 2,3 2,3 1,5 2,1 2,0
Âàðèàíò 6. 2,0 1,8 0,9 1,9 1,4 2,0
Âàðèàíò 7. 1,9 1,6 2,1 0,7 1,4 2,2
Âàðèàíò 8. 3,0 0,4 2,2 0,2 2,6 1,7
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Âàðèàíò 9. 2,1 1,5 1,8 2,0 1,8 1,4
Âàðèàíò 10. 1,5 1,7 2,2 1,7 2,7 2,7
Âàðèàíò 11. 1,6 2,1 1,9 1,8 0,5 3,1
Âàðèàíò 12. 1,9 2,6 2,1 2,9 1,6 1,0
Âàðèàíò 13. 2,4 1,2 2,3 2,9 2,6 1,6
Âàðèàíò 14. 2,4 1,5 2,2 2,2 2,0 1,6
Âàðèàíò 15. 1,7 2,1 3,2 2,0 3,5 3,1

12.2. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X⃗ èìåþò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(t) =
1

π(1 + (t− θ)2)
, t ∈ R.

Çäåñü θ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, θ ∈ R. Ïîñòðîèòü òî÷íûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ïàðàìåòðà θ ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ (n = 1).
12.3. Ïî âûáîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p, 0 < p < 1, ïîñòðîèòü

àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.
12.4. Äàíà âûáîðêà èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p, 0 < p < 1.

Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.
12.5. Ïî âûáîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 ïîñòðîèòü àñèìïòîòè-

÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà λ.
12.6. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ e−|t−a|/2, a ∈ R. Ïîñòðîèòü àñèìï-

òîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a.
12.7. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a (òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è
ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 10 ìì. Ðåçóëüòàòû 4 èçìåðåíèé äàëè ñðåäíåå çíà÷åíèå 512 ìì.
Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a óðîâíÿ 0,95; óðîâíÿ 0,998.
12.8. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a (òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è ñòàí-
äàðòíûì îòêëîíåíèåì σ. Ðåçóëüòàòû 100 èçìåðåíèé ýòàëîííîé äëèíû 1 ì äàëè âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå 1,01 ì è âûáîðî÷íûé âòîðîé ìîìåíò 1,04 ì2. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ óðîâíÿ 0,9; óðîâíÿ 0,99.
12.9. Ïî âûáîðêå îáúåìà 25 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäñ÷èòàíû âûáîðî÷íîå ñðåä-

íåå 2,1 è âûáîðî÷íûé âòîðîé ìîìåíò 4,42. Ïîñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
óðîâíÿ 0,95 äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
13.1. Ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà è ïî êðèòåðèþ õè-êâàäðàò Ïèðñîíà ïðîâåðèòü ãèïîòåçó

î òîì, ÷òî âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; 2]. Îöåíèòü äîñòèãàåìûé
óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðèíèìàåòñÿ ëè ãèïîòåçà íà óðîâíå 0,1; íà
óðîâíå 0,01; íà óðîâíå 0,001.
Âàðèàíò 1. 0,2 1,3 0,2 1,9 1,5 1,5 1,1 0,5 0,3 1,8 0,5 1,3 0,9 1,9 1,9 2,0
Âàðèàíò 2. 1,3 1,5 1,8 1,1 1,4 1,6 0,7 1,4 1,5 0,4 0,1 1,6 0,1 0,9 0,4 1,5
Âàðèàíò 3. 1,7 1,5 0,8 1,4 1,3 0,3 0,7 1,2 0,4 0,6 0,6 1,9 1,8 1,3 0,7 0,2
Âàðèàíò 4. 0,6 0,5 0,0 0,5 0,5 0,1 0,4 1,1 1,2 1,0 1,8 0,1 1,2 0,0 0,0 1,4
Âàðèàíò 5. 1,9 1,3 1,5 0,7 0,0 0,5 0,4 1,6 1,1 1,7 1,9 0,6 1,9 0,8 1,2 0,7
Âàðèàíò 6. 1,0 0,9 1,0 0,6 0,0 1,4 1,4 1,2 0,2 1,4 1,7 1,4 0,2 1,9 1,8 1,4
Âàðèàíò 7. 1,6 0,6 1,9 0,6 1,2 1,8 1,2 1,1 1,4 0,3 1,5 0,8 1,1 1,4 1,9 1,2
Âàðèàíò 8. 1,2 1,3 0,6 1,8 0,1 1,5 1,0 0,5 0,2 0,8 0,6 0,9 1,3 1,9 1,6 0,5
Âàðèàíò 9. 1,7 1,1 0,3 0,2 0,5 0,5 1,6 1,4 1,5 1,3 1,6 0,6 1,8 0,8 0,8 0,3
Âàðèàíò 10. 1,4 0,7 0,1 0,6 0,5 1,3 0,3 1,6 0,2 0,8 1,1 0,1 1,3 1,1 0,7 1,8
Âàðèàíò 11. 0,3 1,8 0,9 0,3 1,9 1,5 0,9 0,0 0,9 1,2 0,4 0,9 0,5 0,6 1,3 0,1
Âàðèàíò 12. 0,9 0,9 0,9 1,0 2,0 0,9 0,3 0,3 1,0 0,1 1,5 0,7 0,4 0,5 0,3 2,0
Âàðèàíò 13. 0,8 0,7 1,8 0,3 1,0 1,4 1,4 0,9 0,2 1,9 2,0 1,4 0,6 0,7 1,6 0,9
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Âàðèàíò 14. 1,1 1,2 0,6 1,7 1,1 0,9 0,4 0,0 0,8 1,7 1,8 0,1 1,2 0,6 1,3 0,6
Âàðèàíò 15. 1,9 1,7 1,8 1,8 2,0 1,7 0,1 0,1 1,0 0,7 1,8 2,0 1,4 0,0 0,6 1,2
13.2. Êðóïíàÿ ïàðòèÿ òîâàðîâ ìîæåò ñîäåðæàòü äîëþ äåôåêòíûõ èçäåëèé. Ïîñòàâùèê

ïîëàãàåò, ÷òî ýòà äîëÿ ñîñòàâëÿåò 3%, à ïîêóïàòåëü � 10%. Óñëîâèÿ ïîñòàâêè: åñëè ïðè
ïðîâåðêå 20 ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòîáðàííûõ òîâàðîâ îáíàðóæåíî íå áîëåå îäíîãî äåôåêò-
íîãî, òî ïàðòèÿ ïðèíèìàåòñÿ íà óñëîâèÿõ ïîñòàâùèêà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íà óñëîâèÿõ
ïîêóïàòåëÿ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü:
1) êàêîâû ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, îáëàñòü åå çíà÷åíèé, êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü;
2) êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà è êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè.
13.3. Èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà 1 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Φa,1. Ïðîâåðÿþòñÿ ïðî-

ñòûå ãèïîòåçû H0 : a = 0, H1 : a = 1. Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ïðè çàäàííîé
ïîñòîÿííîé c):

H0 ⇔ X1 ≤ c.

Âû÷èñëèòü, â çàâèñèìîñòè îò c, âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
13.4. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ïîñòðîèòü êðèòåðèé òî÷íîãî

óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H : θ = 1, åñëè:
à) âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè θ, 1;
á) âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè 1, θ.
13.5. Ïîñòðîèòü êðèòåðèé, îáëàäàþùèé íóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê, äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåç H0: âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ; H1: âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà.
13.6. Ïóñòü âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a, 1. Äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåç H0 : a = 0 ïðîòèâ H1 : a = 1 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé: H0 ïðèíèìàåòñÿ,
åñëè X(n) < 3, è îòâåðãàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéòè âåðîÿòíîñòè îøèáîê.
13.7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè (1,1; 0,4; 0,2;

3,2), åñëè îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè � ðàâíî-
ìåðíîå íà [0, 4].
13.8. Âû÷èñëèòü äîñòèãíóòûé óðîâíåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà, åñëè îáúåì

âûáîðêè ðàâåí 100, à sup−∞<t<∞ |F ∗
n(t)− F0(t)| = 0, 2.

13.9. Ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû Áþôôîí ïîëó÷èë ν1 = 2048 âûïàäåíèé ãåðáà è ν2 =
n − ν1 = 1992 âûïàäåíèé ðåøåòêè. Ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ìîíåòà
ïðàâèëüíàÿ, ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1? Ñ êàêèì ïðåäåëüíûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè ìîæåò
áûòü ïðèíÿòà ýòà ãèïîòåçà?
13.10. Ïðè n = 4000 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèÿ A1, A2, A3, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíóþ

ãðóïïó, îñóùåñòâèëèñü ñîîòâåòñòâåííî 1905, 1015 è 1080 ðàç. Ïðîâåðèòü, ñîãëàñóþòñÿ ëè ýòè
äàííûå ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 ñ ãèïîòåçîé H0: p1 = 1/2, p2 = p3 = 1/4, ãäå pj = P(Aj).
Íàéòè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.
13.11. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñåëåêöèåé ãîðîõà Ìåíäåëü íàáëþäàë ÷àñòîòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ

ñåìÿí, ïîëó÷åííûõ ïðè ñêðåùèâàíèè ðàñòåíèé ñ êðóãëûìè æåëòûìè ñåìåíàìè è ðàñòåíèé
ñ ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè ñåìåíàìè. Ýòè äàííûå è çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé
ïî òåîðèè íàñëåäñòâåííîñòè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ñåìåíà ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü
Êðóãëûå è æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå è æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå è çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå è çåëåíûå 32 1/16
Σ n=556 1
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Ñëåäóåò ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î ñîãëàñîâàíèè ÷àñòîòíûõ äàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1) è íàéòè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.
13.12. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëà mi ó÷àñòêîâ ðàâíîé ïëîùàäè 0,25 êì2 þæíîé ÷àñòè

Ëîíäîíà, íà êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèõîäèëîñü ïî i ïîïàäàíèé ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ âî âðå-
ìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Ïðîâåðèòü ñîãëàñèå îïûòíûõ äàííûõ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà, ïðèíÿâ çà óðîâåíü çíà÷èìîñòè α = 0, 05:

i 0 1 2 3 4 7 Èòîãî
mi 229 211 93 35 7 1 Σmi = 576

14.1. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî X⃗ è Y⃗ � íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
ïðîâåðèòü ãèïîòåçû:
à) î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû;
á) î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû;
â) î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðêè X⃗ áîëüøå, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðêè Y⃗ (â
ïóíêòàõ (á), (â) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå äèñïåðñèè âûáîðîê ðàâíû ìåæäó ñîáîé);
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî (X⃗, Y⃗ ) � âûáîðêà èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðîâå-

ðèòü ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè êîððåëÿöèè ìåæäó X⃗ è Y⃗ .
Íàéòè äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðèíèìàåòñÿ ëè ãèïîòåçà

íà óðîâíå 0,1; íà óðîâíå 0,05; íà óðîâíå 0,02.
Âàðèàíò 1.
X 1,0 1,4 1,1 0,5 2,2
Y 2,4 2,0 2,3 1,8 1,1
Âàðèàíò 2.
X 1,6 1,9 1,3 1,6 1,3
Y 1,7 2,8 2,3 2,3 3,1
Âàðèàíò 3.
X 0,5 2,3 0,6 2,2 1,7
Y 0,5 2,1 0,1 1,9 2,0
Âàðèàíò 4.
X 1,3 1,3 0,7 0,8 1,8
Y 1,2 1,4 1,6 1,5 1,6
Âàðèàíò 5.
X 0,7 1,4 2,0 1,6 1,4
Y 2,8 3,3 2,4 3,2 2,2
Âàðèàíò 6.
X 1,4 2,0 1,9 0,9 2,4
Y 1,8 1,7 2,2 1,0 2,6
Âàðèàíò 7.
X 1,4 2,1 1,8 2,1 0,8
Y 1,8 1,2 1,4 1,2 0,8
Âàðèàíò 8.
X 1,3 1,3 1,7 0,9 1,9
Y 3,4 2,5 2,2 2,8 3,2
Âàðèàíò 9.
X 2,0 1,6 0,9 0,9 0,9
Y 1,5 1,2 0,6 0,5 0,6
Âàðèàíò 10.
X 2,2 0,3 1,6 0,7 0,9
Y 2,0 1,6 2,8 2,1 1,1
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Âàðèàíò 11.
X 1,0 2,1 1,8 2,1 1,3
Y 2,0 2,0 2,5 2,3 3,0
Âàðèàíò 12.
X 0,5 1,6 2,4 0,5 2,0
Y 0,2 1,6 2,9 0,4 1,8
Âàðèàíò 13.
X 2,3 1,6 1,7 0,9 0,9
Y 0,9 1,1 1,2 1,9 1,4
Âàðèàíò 14.
X 1,0 1,8 1,1 1,6 0,8
Y 2,5 2,8 2,7 2,2 2,3
Âàðèàíò 15.
X 1,7 1,2 1,1 2,6 1,3
Y 1,2 1,2 1,3 2,5 1,3
14.2. Ïóñòü X⃗, Y⃗ � íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìà 2 èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñî-

ñòàâèòü òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû d2,2(X⃗, Y⃗ ).
14.3. Ïî ñëåäóþùèì ðåàëèçàöèÿì âûáîðîê âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèþ ñòàòèñòèêè dn,m Êîë-

ìîãîðîâà�Ñìèðíîâà:
X⃗ = (1,2, 0,4, -0,2, 0,9), Y⃗ = (0,2, -0,5, 1, -0,9, 0,3, 0,5).
14.4. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ 40 è 50 âû÷èñëåíî çíà÷åíèå

supt∈R |F ∗
1,n(t) − F ∗

2,m(t)| = 0, 1. Íàéòè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû îá îäíî-
ðîäíîñòè. Ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå 0,05.
14.5. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ 20 è 30 èç íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê S2
x = 15 è S2

y = 10. Íàéòè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé
óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, à
òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
14.6. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî äèñïåðñèé, è èç-

âåñòíû çíà÷åíèÿ X = 2, Y = 12. Íàéòè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû
î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå ïðîòèâ
êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
14.7. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X4, Y4) � âûáîðêà îáúåìà 4 èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ãèïîòåçà î
íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå 0,1 ïðè äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå. Âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè
(1, 2), (2, 3), (-1, 0), (0, 0).
14.8. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X100, Y100) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè îáúåìà 100 èç äâóìåðíîãî íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíà÷åíèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r̂n ðàâíî �0,25.
Íàéòè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ïðî-
òèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
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