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Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè Z ïðåáûâàíèÿ

�òèïè÷íîãî âûçîâà� â òàíäåìå îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîì �ïðîìåæóòî÷íîì� ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îá-

ñëóæèâàíèÿ èìåþò òîíêèå õâîñòû, Z ìîæåò ïðèíèìàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ, êàê

ïðàâèëî, çà ñ÷åò áîëüøîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ êàêîãî-òî îäíîãî âûçîâà íà

îäíîì èç ïðèáîðîâ. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò çàîäíî ïî-

ëó÷èòü è ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ëîãàðèôìè÷åñêîé àñèìïòîòèêè âî âñåì

äèàïàçîíå ðàñïðåäåëåíèé ñ òîíêèìè õâîñòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òàíäåì ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ, áîëüøèå óêëî-

íåíèÿ, óñëîâèå Êðàìåðà, òî÷íàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêè, êëàññ Sγ .

1 Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ ñåòü îáñëóæèâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé äâå ïîñëåäîâà-

òåëüíî ñîåäèíåííûå îäíîêàíàëüíûå ñèñòåìû GI/GI/1 → /GI/1, â êàæäîé èç êîòîðûõ
âûçîâû îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ. Âûçîâû ïîñòóïàþò â î÷åðåäü ïåðâîé

ñèñòåìû, ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â êîòîðîé ïåðåõîäÿò âî âòîðóþ, è ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ

âî âòîðîé ñèñòåìå ïîêèäàþò ñåòü.

Ðàññìîòðèì òðè íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {τn}, {σ(1)
n } è {σ(2)

n }, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (í.î.ð.) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè êàæäîì n âûçîâ

ñ íîìåðîì n ïîñòóïàåò èçâíå â ïåðâóþ ñèñòåìó ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τn ïîñëå

ïðåäûäóùåãî âûçîâà (ñî ñðåäíèì a = Eτ1). Ýòîò âûçîâ îáñëóæèâàåòñÿ â ïåðâîé ñèñòå-

ìå â òå÷åíèå âðåìåíè σ
(1)
n (ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(1) è ïîëîæèòåëüíûì ñðåäíèì

b(1) = Eσ
(1)
1 ) è çàòåì âî âòîðîé ñèñòåìå â òå÷åíèå âðåìåíè σ

(2)
n (ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ G(2) è ïîëîæèòåëüíûì ñðåäíèì b(2) = Eσ
(2)
1 ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà

ðàáîòàåò ñòàáèëüíî, ò.å. max
(
b(1), b(2)

)
< a. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïð., [1]), ÷òî

ïðè ýòîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå (ïðåäåëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå

âðåìåíè Z ïðåáûâàíèÿ âûçîâà â ñåòè (ò.å. âðåìåíè ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ âûçîâà â

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà EPSRC 0033717/1
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î÷åðåäü ïåðâîé ñèñòåìû äî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ åãî îáñëóæèâàíèÿ âî âòîðîé), è ïðè

ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè Zn ïðåáûâàíèÿ â ñåòè n-ãî âûçîâà

ñ ðîñòîì n ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó â ìåòðèêå ïîëíîé âàðèàöèè.

Èçâåñòíî (ñì., íàïð., [2]) ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðå-

áûâàíèÿ

Z = sup
0≤n≤m<∞

( −n∑
−m

σ
(1)
j +

0∑
−n

σ
(2)
j −

−1∑
−m

τj

)
. (1)

Ìîæíî äàòü òàêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé ôîðìóëû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåòü ðàáîòàåò

áåñêîíå÷íî äîëãî, íà÷èíàÿ ñ âðåìåíè −∞. Òîãäà Z = Z0 åñòü âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ

âûçîâà ñ íîìåðîì 0, ïîñòóïàþùåãî â ñåòü â ìîìåíò t = 0. Îòìåòèì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé ôóíêöèåé îò âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìóëå (1) âåëè÷èí: îíà ìîíîòîííî

ðàñòåò ñ ðîñòîì ëþáîãî èç σ è ñ óáûâàíèåì ëþáîãî èç τ .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè P(Z > x) ïðè ñòðåìëåíèè x

ê áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ

â îáåèõ ñèñòåìàõ èìåþò òîíêèå õâîñòû, ò.å.

ϕ
σ

(i)
1

(λ) < ∞ (2)

ïðè i = 1, 2 è ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì λ. Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå îáî-

çíà÷åíèå: ϕX(λ) = EeλX åñòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â

òî÷êå λ. Êðàòêîñòè ðàäè áóäåì â äàëüíåéøåì ïèñàòü ϕ(i)(λ) = ϕ
σ

(i)
1

(λ) ïðè i = 1, 2 è

ϕτ (λ) = ϕτ1(λ). Ïîëîæèì ïðè i = 1, 2

γ(i) = sup{λ : ϕ(i)(λ)ϕτ (−λ) ≤ 1} ∈ (0,∞)

è ïóñòü

γ = min
(
γ(1), γ(2)

)
.

Óñëîâèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé f1 è f2, ïðèíèìàþùèõ îòëè÷íûå îò íóëÿ

çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x, è ïîñòîÿííîé d ≥ 0 çàïèñü f1(x) ∼ df2(x)
îçíà÷àåò, ÷òî f1(x)/f2(x) → d ïðè x → ∞. Â ÷àñòíîñòè, ïðè d = 0 ýòà çàïèñü èìååò

ñìûñë: f1(x) = o(f2(x)).

Èìååò ìåñòî (ñì., íàïð., [3, 4]) ñëåäóþùàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ (�ãðóáàÿ�) àñèìïòîòèêà:

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè (2)

− lnP(Z > x) ∼ γx.

Èçâåñòíûå íàì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 (ñì., íàïð., [3, 4]) èñïîëüçóþò òåõíèêó òåî-

ðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 2) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òî÷íîé àñèìïòîòèêè áîëü-

øèõ óêëîíåíèé ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè

R ≡ max
(
ϕ(1)(γ), ϕ(2)(γ)

)
ϕτ (−γ) < 1. (3)

Â ÷àñòíîñòè, èç (3) ñëåäóåò êîíå÷íîñòü EeγZ . Äåéñòâèòåëüíî,

EeγZ ≤
∑

0≤n≤m

E exp

(
γ

( −n∑
−m

σ
(1)
j +

0∑
−n

σ
(2)
j −

−1∑
−m

τj

))
≤ (1−R)−2ϕ−2

τ (−γ) < ∞. (4)
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2 íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è

îáîçíà÷åíèé.

Â äàëüíåéøåì îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì F ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê âåðîÿòíîñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, òàê è åãî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü F �

õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F , ò.å. F (x) = 1−F (x), è F ∗n � n-êðàòíàÿ ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèÿ

F ñ ñàìèì ñîáîé. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ïðèíàäëåæèò êëàññó Lβ , β ≥ 0, åñëè

F (x) > 0 ïðè âñåõ x è lim
x→∞

F (x− y)
F (x)

= eβy äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y. (5)

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè F , ñõîäèìîñòü â (5) ÿâëÿåòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâíîìåðíîé ïî

y íà ëþáîì êîìïàêòå. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ h(x) ↑ ∞, h(x) = o(x)
òàê, ÷òî

lim
x→∞

sup
|y|≤h(x)

∣∣∣∣F (x + y)
F (x)

eβy − 1
∣∣∣∣ = 0. (6)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè h1 è h2 � äâå ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ (6) èìååò ìåñòî, òî è ôóíêöèÿ

h3(x) = h1(x) + h2(x− h1(x)) òàêàÿ æå.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðèíàäëåæèò êëàññó Sβ , β ≥ 0,
åñëè F ∈ Lβ , ϕX(β) < ∞ è

F ∗2(x) = P(X1 + X2 > x) ∼ 2ϕX(β)F (x) ïðè x →∞, (7)

ãäå X1 è X2 � äâå íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïðè ýòîì ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ

P(X1 + X2 > x) ∼ P(X1 + X2 > x, X1 ≤ h(x)) + P(X1 + X2 > x, X2 ≤ h(x))

∼ P(X1 + X2 > x, X1 ≥ x− h(x)) + P(X1 + X2 > x, X2 ≥ x− h(x)),

ãäå h(x) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (6) (ñì., íàïð., [5]).

Òèïè÷íûé ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ F ∈ Sβ ïðè β > 0 � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñ õâîñòîì

F (x) = Cx−αe−βx ïðè íåêîòîðûõ α > 1, C ∈ (0, 1] è âñåõ x ≥ 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

G(i)(x) ∼ c(i)F (x), i = 1, 2 (8)

ïðè íåêîòîðûõ ôóíêöèè F ∈ Sγ è ïîñòîÿííûõ c(1) ≥ 0 è c(2) ≥ 0. Òîãäà

P(Z > x) ∼
2∑

i=1

0∑
j=−∞

P(Z > x, σ
(i)
j > x− h(x)) ∼ KF (x), (9)

ãäå h(x) �ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6) è ïîñòîÿííàÿ K îïðåäåëÿ-

åòñÿ íèæå â ôîðìóëå (25).

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê ÿâíûé âèä ïîñòîÿííîé K ãðîìîçäîê è çàâèñèò îò õàðàêòå-

ðèñòèê, êîòîðûå âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî, òî ðàçóìíî ïðèâåñòè ïîëåçíûå âåðõíþþ è

íèæíþþ îöåíêè äëÿ íåå. Ïðè i = 1, 2 ïîëîæèì Ri = ϕ(i)(γ)ϕτ (−γ) è R = max(R1, R2).
Òîãäà

c(1)ϕ(2)(γ)
1−R

+
c(2)ϕ(1)(γ)

1−R2
≤ K ≤ 1

(1−R1)(1−R2)

(
c(1)ϕ(2)(γ)

1−R1
+

c(2)ϕ(1)(γ)
1−R2

)
. (10)
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Çàìå÷àíèå 2. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 êîýôôèöèåíòû c(1) è c(2) ìîãóò áûòü êàê

ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è íóëåâûìè. Åñëè îáà êîýôôèöèåíòà ïîëîæèòåëüíû, òî ñ íåîá-

õîäèìîñòüþ γ(1) = γ(2) = γ è, êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1 èç Ïðèëîæåíèÿ, îáà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ G(i),i = 1, 2 äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êëàññó Sγ . Åñëè ëèøü îäèí èç êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîëîæèòåëåí � ñêàæåì, åñëè c(1) > 0 è c(2) = 0, òî ðàñïðåäåëåíèå G(1) ñ

íåîáõîäèìîñòüþ ïðèíàäëåæèò êëàññó Sγ è γ(2) ≥ γ(1) = γ. Åñëè æå c(1) = c(2) = 0, òî,
êàê ñëåäóåò èç (10), è K = 0.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ìîíîòîííîñòè (ñì. êîììåíòàðèè ïîñëå

ôîðìóëû 1), òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå �îäíîñòîðîííèå� àíàëîãè óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû 2:

Åñëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 çàìåíèòü óñëîâèå (8) íà lim supx→∞G(i)(x)/F (x) ≤
c(i), i = 1, 2 (èëè æå íà lim infx→∞G(i)(x)/F (x) ≥ c(i), i = 1, 2), òî áóäåò âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî lim supx→∞P(Z > x)/F (x) ≤ K (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, lim infx→∞P(Z >

x)/F (x) ≥ K) ïðè òîì æå K.

Çàìå÷àíèå 4. Åñòåñòâåííûé àíàëîã ðåçóëüòàòà òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâ äëÿ òàíäåìîâ

ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ c ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è, áîëåå îáùî, äëÿ

äðåâîîáðàçíûõ ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî ÿâíûé âèä ïîñòîÿííîé K è äàæå åå îöåí-

êè ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíåå è ìåíåå îáîçðèìûìè ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðèáîðîâ. Ïîýòîìó ìû

è îãðàíè÷èëèñü ñëó÷àåì òàíäåìà äâóõ ñèñòåì.

Çàìå÷àíèå 5. Ïðèìåíÿåìûé íà ïåðâîì øàãå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ïîäõîä (ò.å.

ïîñòðîåíèå âåðõíåé è íèæíåé îöåíêè) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàêæå ïðîñòîå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 1, íå èñïîëüçóþùåå òåõíèêó òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé (ñì. ï. 2.2).

Çàìå÷àíèå 6. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà èäåÿõ, ðàçâèòûõ â [6]

è ïðèìåíåííûõ òàì æå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ P(Z > x) äëÿ

òàíäåìîâ â ñëó÷àå, êîãäà âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ èìåþò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòå [6] íàõîäèòñÿ òàêæå àñèìïòîòèêà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè

îæèäàíèÿ âî âòîðîé ñèñòåìå òàíäåìà äâóõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ñóáýêñïîíåíöè-

àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîäîáíóþ àñèìïòîòèêó ìîæíî íàéòè è â íàøåì ñëó÷àå, íî ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêèõ ôîðìóë.

Çàìå÷àíèå 7. Íàðÿäó ñ àñèìïòîòèêîé âåðîÿòíîñòè P(Z > x) ïðè x → ∞, ìîæíî

òàêæå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5], íàõîäèòü (ðàâíîìåðíûå ïî k) àñèìïòîòèêè

äëÿ äîñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé P(Zk > x), ãäå

Zk = sup
0≤n≤m≤k

( −n∑
−m

σ
(1)
j +

0∑
−n

σ
(2)
j −

−1∑
−m

τj

)
.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîëåçíàÿ âñïîìîãà-

òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è íåêîòîðûå êîììåíòàðèè

ñîäåðæàòñÿ â ïðèëîæåíèè.
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2 Äîêàçàòåëüñòâà

2.1 Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâà-

íèÿ âûçîâà â ñèñòåìå

Íèæíÿÿ îöåíêà. Ïîëîæèì ïðè i = 1, 2

Z(i) = σ
(i)
0 + max

n≥0

−1∑
−n

(
σ

(i)
j − τj

)
(11)

(ãäå
∑−1

0 = 0). Òîãäà Z(1) = σ
(1)
0 + W (1) ïðè W (1) = maxn≥0

∑−1
−n

(
σ

(1)
j − τj

)
. Çäåñü

Z(1) (ñîîòâåòñòâåííî, W (1)) � ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, îæè-

äàíèÿ) â ïåðâîé ñèñòåìå. Íàì óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî èíóþ èíòåðïðåòàöèþ:

Z(1) (ñîîòâåòñòâåííî, W (1)) åñòü ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî,

îæèäàíèÿ) âî âñïîìîãàòåëüíîì òàíäåìå ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðîì âñå âðå-

ìåíà îáñëóæèâàíèÿ âî âòîðîé ñèñòåìå ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî, Z(2) = σ
(2)
0 + W (2)

ïðè W (2) = maxn≥0
∑−1
−n

(
σ

(2)
j − τj

)
, è Z(2) (ñîîòâåòñòâåííî, W (2)) åñòü ñòàöèîíàðíîå

âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, îæèäàíèÿ) âî âñïîìîãàòåëüíîì òàíäåìå ñèñòåì

îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðîì âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ â ïåðâîé ñèñòåìå çàìåíåíû íóëÿìè.

Èç ìîíîòîííîñòè Z ïî âñåì ïåðåìåííûì â (1) ñëåäóåò îöåíêà

Z ≥ max
(
Z(1), Z(2)

)
ï.í. (12)

è, â ÷àñòíîñòè,

P(Z > x) ≥ max(P(Z(1) > x),P(Z(2) > x)). (13)

Âåðõíÿÿ îöåíêà. Ïóñòü L ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ îäíîêàíàëü-

íóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ í.î.ð. èíòåðâàëàìè ìåæäó ìîìåíòàìè ïðèõîäà âûçîâîâ

τ̃n è íå çàâèñÿùèìè îò íèõ í.î.ð. âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ σ̃n, ãäå

τ̃n =
L∑
1

τ(n−1)L+i è σ̃n = max
1≤j≤L

 j∑
i=1

σ
(1)
(n−1)L+i +

L∑
i=j

σ
(2)
(n−1)L+i

 .

Çäåñü âåëè÷èíû σ̃ äîïóñêàþò òàêóþ èíòåðïðåòàöèþ: äîïóñòèì, ÷òî âûçîâû ñ íîìåðàìè

1, . . . , L ïîñòóïàþò îäíîâðåìåííî â ìîìåíò âðåìåíè 0 â ïóñòóþ ñèñòåìó; òîãäà σ̃1

åñòü âðåìÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåäíåãî èç íèõ âî âòîðîé ñèñòåìå. Íåòðóäíî

âèäåòü (ñì., íàïð., [7]), ÷òî Eσ̃1/L → max(b(1), b(2)) ïðè L → ∞. Ïîýòîìó Eσ̃1 < Eτ̃1

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L. Çàôèêñèðóåì òàêîå L è îáîçíà÷èì ÷åðåç

W̃ = max
n≥0

−1∑
−n

(σ̃n − τ̃n) < ∞ ï.í.

(ñîîòâåòñòâåííî, Z̃ = σ̃0 + W̃ ) ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ïðåáû-

âàíèÿ) âûçîâà ñ íîìåðîì 0 â ýòîé ñèñòåìå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ï.í. êîíå÷íûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè. Èç ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè Z ñëåäóåò (ñì., íàïð., [7, 6]), ÷òî

Z ≤ Z̃ ï.í. (14)
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2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Ìû äîêàæåì òåîðåìó òîëüêî â ñëó÷àå c(1) + c(2) > 0, ò.ê. ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå â

ñëó÷àå c(1) = c(2) = 0 áóäåò ñëåäîâàòü èç åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè.

Èç òåîðåìû 1 ðàáîòû [5] è íåðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò, ÷òî

lim inf
x→∞

P(Z > x)
F (x)

≥ max(c(1), c(2)). (15)

Äàëåå, ìû ìîãëè áû, ñ èñïîëüçîâàíèåì (14), ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó

lim sup
x→∞

P(Z > x)
F (x)

≤ K0, (16)

ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé K0. Îäíàêî íàì áóäåò íóæåí ÿâíûé âèä ñîáûòèé, ïðèâîäÿ-

ùèõ ê áîëüøèì çíà÷åíèÿì Z, äëÿ ÷åãî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü áîëåå ãðóáóþ âåðõíþþ

îöåíêó, ÷åì (14). À èìåííî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî T > 0 è îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû σ̂n ðàâåíñòâàìè

σ̂n = ΣnI(Σn > T ) + σ̃nI(Σn ≤ T ),

ãäå

Σn =
L∑

i=1

(
σ

(1)
(n−1)L+i + σ

(2)
(n−1)L+i

)
≥ σ̃n

è I åñòü èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. ßñíî, ÷òî σ̂n ≥ σ̃n ï.í. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâ 1

è 2 (ñì. Ïðèëîæåíèå), ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí σ̂n ïðèíàäëåæèò

êëàññó Sγ è P(σ̂1 > x) ∼ CF (x) ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì C. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàñïðåäåëåíèå Σn ïðèíàäëåæèò êëàññó Sγ ïî ñâîéñòâó 2. È òàê êàê σ̂n > x òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà Σn > x ïðè ëþáîì x ≥ T , òî P(σ̂n > x) ∼ P(Σn > x) ïðè x →∞
è, çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 1, ðàñïðåäåëåíèå σ̂n òîæå èç êëàññà Sγ .

Ìû çíàåì, ÷òî Eσ̃ < Eτ̃1 = LEτ1 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ L. Òàêæå, â ñèëó (3) è

(28), ϕ̃(γ) = Eeγeσ1 < 1/Ee−γeτ1 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L. Âûáåðåì îäíî òàêîå

L. Äàëåå, Eσ̂ → Eσ̃ è Eeγbσ1 → Eeγeσ1 ïðè T → ∞. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü T

íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

Eσ̂1 < LEτ1 è Eeγbσ1 < 1/Ee−γeτ1 . (17)

Ïðè ýòîì îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ í.î.ð. èíòåðâàëàìè ìåæäó ìîìåíòà-

ìè ïðèõîäà âûçîâîâ τ̃n (ñì. ï. 2.1) è âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ σ̂n ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ŵ ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â ýòîé ñèñòåìå,

Ŵ = max
n≥0

−1∑
−n

(σ̂n − τ̃n) < ∞ ï.í.

Ýòî ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ñóïðåìóì ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ ïðèðàùåíèÿìè σ̂n− τ̃n. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 4 èç Ïðèëîæåíèÿ è

â ñèëó (17), P(Ŵ > x) ∼ CF (x) ïðè íåêîòîðîì C > 0 è, ïî ñâîéñòâó 2, ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ŵ ïðèíàäëåæèò êëàññó Sγ . Â ñèëó ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè,

Z ≤ Ẑ ≡ Ŵ + σ
(1)
0 + σ

(2)
0 , (18)
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ãäå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ êàæ-

äîãî èç íèõ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí õâîñòó F (x), óìíîæåííîìó íà íåêîòîðóþ

íåîòðèöàòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ (ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ïîñòîÿííûõ ñòðîãî ïî-

ëîæèòåëüíà). Ïî ñâîéñòâó 2 èç Ïðèëîæåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ẑ

òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Sγ è

P(Ẑ > x) = P

(
2⋃

i=1

{Ẑ > x, σ
(i)
0 > x− h1(x)}

⋃
{Ẑ > x, Ŵ > x− h1(x)}

)
+ o(F (x))

=
2∑

i=1

P(Ẑ > x, σ
(i)
0 > x− h1(x)) + P(Ẑ > x, Ŵ > x− h1(x)) + o(F (x))

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (6). Îòìåòèì, ÷òî åñëè h1 è h �

äâå òàêèå ôóíêöèè, òî

P(Ẑ > x, σ
(i)
0 > x− h1(x)) = P(Ẑ > x, σ

(i)
0 > x− h(x)) + o(F (x)). (19)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïóñòü äàíû òðè ñîáûòèÿ A,B

è C. Åñëè

P(A) = P(A
⋂

B) + v,

òî

P(A
⋂

C) = P(A
⋂

C
⋂

B) + v̂, (20)

ãäå 0 ≤ v̂ ≤ v. Â ÷àñòíîñòè, åñëè C ⊆ A, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

P(C) = P(C
⋂

B) + v̂.

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ê ñîáûòèÿì A = {Ẑ > x} è C = {Z > x}, ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó

P(Z > x) =
2∑

i=1

P(Z > x, σ
(i)
0 ≥ x− h1(x)) + P(Z > x, Ŵ > x− h1(x)) + o(F (x)). (21)

Ïî ñâîéñòâó 4 èç Ïðèëîæåíèÿ, ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå N

òàêîå, ÷òî

P(Ŵ > x− h1(x)) = P

 N⋃
j=1

{Ŵ > x− h1(x), σ̂−j − τ−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x))}

+ g1(x)

= P

 N⋃
j=1

{Ŵ > x− h1(x), σ̂−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x))}

+ g2(x)

=
N∑

j=1

P(Ŵ > x− h1(x), σ̂−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x))) + g3(x),

ãäå h2 � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (6), è 0 ≤ gi(x) ≤ εF (x) + o(F (x)) ïðè

i = 1, 2, 3. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî lim supx→∞
gi(x)

F (x)
≤ ε.

Èñïîëüçóÿ îïÿòü (20), òåïåðü ïðè A = {Ŵ > x− h1(x)} è C = {Z > x}, ïîëó÷àåì:

P(Z > x, Ŵ > x−h1(x)) =
N∑

j=1

P(Z > x, Ŵ > x−h1(x)), σ̂−j > x−h1(x)−h2(x−h1(x)))+g4(x),
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ãäå 0 ≤ g4(x) ≤ εF (x) + o(F (x)).

Âûáèðàÿ h2 ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ìû ìîæåì óïðîñòèòü ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà, èñêëþ÷èâ îòòóäà íåðàâåíñòâî {Ŵ > x− h1(x)}. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

P (x) = P(Z > x, Ŵ ≤ x− h1(x)), σ̂−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x)))

è îòìåòèì, ÷òî

P (x) ≤ P(Ẑ > x, Ŵ ≤ x− h1(x)), σ̂−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x)))

≤ P(σ(1)
0 + σ

(2)
0 > h1(x), σ̂−j > x− h1(x)− h2(x− h1(x)))

= (1 + o(1))(c(1) + c(2))F (h1(x)) · CF (x− h1(x)− h2(x− h1(x)))

= (1 + o(1))Ĉeγ(h1(x)+h2(x−h1(x)))F (h1(x))F (x),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ ïîñëå ôîðìóëû (6) è Ĉ = C(c(1) + c(2)).
Òàê êàê

∫∞
0 eγtdF (t) < ∞, òî eγtF (t) → 0 ñ ðîñòîì t è, çíà÷èò, F (h1(x))eγh1(x) → 0 ñ

ðîñòîì x. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü h2 íàñòîëüêî ìåäëåííî ðàñòóùåé ê áåñêîíå÷íî-

ñòè, ÷òî F (h1(x))eγ(h1(x)+h2(x−h1(x))) òîæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì P (x) = o(F (x))
è, çíà÷èò,

P(Z > x, Ŵ > x− h1(x)) =
N∑

j=1

P(Z > x, σ̂−j > x− h3(x)) + g5(x),

ãäå 0 ≤ g5(x) ≤ εF (x)+o(F (x)) è ôóíêöèÿ h3(x) = h1(x)+h2(x−h1(x)) óäîâëåòâîðÿåò
(6).

Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñîáûòèÿ {σ̂−j > x−h3(x))} è {Σ−j > x−h3(x))} ïðî-
èñõîäÿò èëè íå ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó P(Z > x, σ̂−j > x−h3(x)) = P(Z >

x,Σ−j > x − h3(x)). Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 2 èç Ïðèëîæåíèÿ, ïðèìåíåííûì ê

ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Σ−j , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

P(Z > x, σ̂−j > x− h3(x)) =
2∑

i=1

jL∑
l=(j−1)L+1

P(Z > x, σ̂−j > x− h3(x), σ(i)
−l > x− h3(x)− h4(x− h3(x)))

+ o(F (x))

ãäå h4 � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþøàÿ (6). Íàêëàäûâàÿ íà ôóíêöèþ h4 îãðàíè-

÷åíèå, àíàëîãè÷íîå íàëîæåííîìó ðàíåå íà ôóíêöèþ h2, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü íåðà-

âåíñòâî {σ̂−j > x − h3(x)} èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ. Ïîëàãàÿ h(x) =
h3(x) + h4(x− h3(x)), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

P(Z > x, σ̂−j > x− h3(x)) =
2∑

i=1

jL∑
l=(j−1)L+1

P(Z > x, σ
(i)
−l > x− h(x)) + o(F (x)).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â (21) è âîñïîëüçîâàâøèñü (19), ïîëó÷àåì îêîí-

÷àòåëüíî:

P(Z > x) =
2∑

i=1

NL∑
j=0

P(Z > x, σ
(i)
−j > x− h(x)) + g(x), (22)

ãäå 0 ≤ g(x) ≤ εF (x) + o(F (x)).
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Èçó÷èì òåïåðü àñèìïòîòèêó êàæäîãî ñëàãàåìîãî äâîéíîé ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (22).

Ïîëîæèì

W
(1)
j = max

(
0, sup

n≥1

n∑
i=1

(σ(1)
−j−i − τ−j−i)

)

è îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå W
(1)
j íå çàâèñèò îò j. Äàëåå, îáîçíà÷èì

Y
(1)
j = max

0≤k≤−j

 −j+k∑
i=−j+1

σ
(1)
i +

0∑
i=−j+k

σ
(2)
i

 ,

è

V
(1)
j = max

(
sup

−j<n≤m<∞

( −n∑
−m

σ
(1)
i +

0∑
−n

σ
(2)
i −

−1∑
−m

τi

)
, max
0≤n≤m<−j

( −n∑
−m

σ
(1)
i +

0∑
−n

σ
(2)
i −

−1∑
−m

τi

))
.

Òîãäà ïðè êàæäîì j ≥ 0

Z = max

V
(1)
j ,W

(1)
j + σ

(1)
−j + Y

(1)
j −

−1∑
i=−j

τi

 ,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (W (1)
j , Y

(1)
j , V

(1)
j ,

∑−1
−j τi) íå çàâèñÿò â ñîâîêóïíîñòè îò σ

(1)
−j .

Îáîçíà÷èì Q
(1)
j = W

(1)
j + Y

(1)
j −

∑−1
−j τi. Ïðè êàæäîì j = 0, . . . , NL

P(Z > x, σ
(1)
−j > x− h(x)) = P(Q(1)

j + σ
(1)
−j > x, σ

(1)
−j > x− h(x)) + o(P(Z > x))

=
∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)P(σ(1)
−j > x− t) + o(P(Z > x)) + o(F (x))

= c(1)F (x)
∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)e−γt + o(P(Z > x) + F (x))

= c(1)F (x)EeγW
(1)
0 EeγY

(1)
j (ϕτ (−γ))j + o(P(Z > x) + F (x))

Ïîÿñíèì êàæäîå èç ÷åòûðåõ ðàâåíñòâ. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî èç íèõ ñëåäóåò èç

P(Z > x, σ
(1)
−j > x− h(x)) = P(Q(1)

j + σ
(1)
−j > x, σ

(1)
−j > x− h(x))

+ P(V (1)
j > x, Q

(1)
j + σ

(1)
−j ≤ x, σ

(1)
−j > x− h(x)),

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå íå áîëüøå, ÷åì

P(V (1)
j > x, σ

(1)
−j > x− h(x)) = P(V (1)

j > x)P(σ(1)
−j > x− h(x))

≤ P(Z > x)P(σ(1)
−j > x− h(x)) = o(P(Z > x)).

Äàëåå,

P(Q(1)
j + σ

(1)
−j > x, σ

(1)
−j > x− h(x)) =

∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)P(σ(1)
−j > x− t)

+ P(Q(1)
j > h(x))P(σ(1)

−j > x− h(x)),

ãäå

P(Q(1)
j > h(x)) ≤ P(Z > h(x))

è

P(σ(1)
−j > x− h(x)) ∼ c(1)F (x− h(x)) ∼ c(1)eγh(x)F (x).
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È òàê êàê EeγZ < ∞, òî P(Z > h(x))eγh(x) → 0 ñ ðîñòîì x � ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

è âòîðîå ðàâåíñòâî. Òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè (6) è

ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû:∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)P(σ(1)
−j > x−t) ∼ c(1)

∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)F (x−t) ∼ c(1)

∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)eγtF (x).

Íàêîíåö, ñ ðîñòîì x,∫ h(x)

0
P(Q(1)

j ∈ dt)eγt →
∫ ∞

0
P(Q(1)

j ∈ dt)eγt = EeγQ
(1)
j ,

÷òî, ïî íåçàâèñèìîñòè âõîäÿùèõ â Q
(1)
j ñëàãàåìûõ, âëå÷åò ïîñëåäíåå èç ðàâåíñòâ.

Çíà÷èò,

NL∑
j=0

P(Z > x, σ
(1)
−j > x−h(x)) = (1+o(1))c(1)F (x)EeγW

(1)
0

NL∑
j=0

EeγY
(1)
j (ϕτ (−γ))j+o(P(Z > x)).

(23)

Àíàëîãè÷íî, ïðè ëþáîì j = 0, 1, 2, . . . ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

Z = max

V
(2)
J , Y

(2)
j + σ

(2)
−j +

0∑
i=−j+1

σ
(2)
i −

−1∑
i=−j

τi

 ,

ãäå

Y
(2)
j = sup

m≥n≥−j

( −n∑
−m

σ
(1)
i +

−j−1∑
−n

σ
(2)
i −

−j−1∑
−m

τi

)

(è ðàñïðåäåëåíèå Y
(2)
j íå çàâèñèò îò j),

V
(2)
j = sup

m≥−j
max

0≤n<−j

( −n∑
−m

σ
(1)
i +

0∑
−n

σ
(2)
i −

−1∑
−m

τi

)
,

è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (Y (2)
j ,

∑0
i=−j+1 σ

(2)
i −

∑−1
i=−j τi, V

(2)
j ) íå çàâèñÿò â ñîâîêóïíîñòè

îò σ
(2)
−j . Ïîýòîìó (ïðè Q

(2)
j = Y

(2)
j +

∑0
i=−j+1 σ

(2)
i −

∑−1
i=−j τi )

P(Z > x, σ
(2)
−j > x− h(x)) = P(Q(2)

j + σ
(2)
−j > x, σ

(2)
−j > x− h(x)) + o(P(Z > x))

=
∫ h(x)

0
P(Q(2)

j ∈ dt)P(σ(2)
−j > x− t) + o(P(Z > x) + F (x))

= c(2)F (x)
∫ h(x)

0
P(Q(2)

j ∈ dt)eγt + o(P(Z > x) + F (x))

= c(2)F (x)EeγY
(2)
0
(
ϕ(2)(γ)

)j−1 (ϕτ (−γ))j−1 + o(P(Z > x) + F (x))

(ïðè ýòîì àðãóìåíòàöèÿ î÷åíü áëèçêà ê èñïîëüçîâàííîé ïðè íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè

äëÿ P(Z > x, σ
(2)
−j > x− h(x))). Çíà÷èò,

NL∑
j=0

P(Z > x, σ
(2)
−j > x− h(x)) = (1 + o(1))c(2)F (x)EeγY

(2)
0

1−RNL
2

1−R2
+ o(P(Z > x)), (24)

ãäå R2 = ϕ(2)(γ)ϕτ (−γ) < 1.

10



Ñîáèðàÿ âìåñòå (22), (23) è (24), ïîëó÷àåì:

P(Z > x)(1 + o(1)) = (1 + o(1))F (x)

×

c(1)EeγW
(1)
0

NL∑
j=0

EeγY
(1)
j (ϕτ (−γ))j + c(2)EeγY

(2)
0

1−RNL
2

1−R2

+ g3(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim sup
x→∞

P(Z > x)
F (x)

≤ c(1)EeγW
(1)
0

∞∑
j=0

EeγY
(1)
j (ϕτ (−γ))j + c(2)EeγY

(2)
0

1
1−R2

+ ε

è

lim inf
x→∞

P(Z > x)
F (x)

≥ c(1)EeγW
(1)
0

NL∑
j=0

EeγY
(1)
j (ϕτ (−γ))j + c(2)EeγY

(2)
0

1−RNL
2

1−R2
,

ãäå ε ìîæåò áûòü âûáðàíî êàê óãîäíî ìàëûì (è, ñîîòâåòñòâåííî, N � êàê óãîäíî

áîëüøèì). Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

P(Z > x) ∼ F (x)

c(1)EeγW
(1)
0

∞∑
j=0

EeγY
(1)
j (ϕτ (−γ))j + c(2)EeγY

(2)
0

1
1−R2

 . (25)

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêè (10). Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì íåñêîëüêî ðàç î÷åâèäíûå ñî-

îòíîøåíèÿ: äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi

sup
i

EeXi ≤ Eesupi Xi ≤
∑

i

EeXi .

Âî-ïåðâûõ,

1 ≤ EeγW
(1)
0 ≤

∞∑
n=0

(
Eeγ(σ

(1)
1 −τ1)

)n

=
1

1−R1
,

ãäå, íàïîìíèì, R1 = ϕ(1)(γ)ϕτ (−γ) < 1. Äàëåå, ïðè ϕ(γ) = max(ϕ(1)(γ), ϕ(2)(γ)),

EeγY
(1)
j ≥ max

0≤k≤−j
E exp

γ

−j+k∑
i=−j+1

σ
(1)
i + γ

0∑
i=−j+k

σ
(2)
i


= max

0≤k≤−j
ϕk

(1)(γ)ϕj+1−k
(2) (γ) = ϕj(γ)ϕ(2)(γ)

è

EeγY
(1)
j ≤

−j∑
k=0

E exp

γ

−j+k∑
i=−j+1

σ
(1)
i + γ

0∑
i=−j+k

σ
(2)
i


= ϕ(2)(γ)

j∑
i=0

ϕi
(1)(γ)ϕj−i

(2) (γ).

È òàê êàê R = ϕ(γ)ϕτ (−γ), òî

ϕ(2)(γ)
1−R

≤
∞∑

j=0

EeγY
(1)
j ϕτ (−γ)j ≤ ϕ(2)(γ) · 1

(1−R1)(1−R2)
.

Àíàëîãè÷íî,

ϕ(1)(γ) ≤ EeγY
(2)
0 ≤ ϕ(1)(γ) · 1

(1−R1)(1−R2)
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà â (25), ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì (10).

11



3 Ïðèëîæåíèå

3.1 Ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé èç êëàññà Sβ, β > 0.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì ðÿä èçâåñòíûõ ñâîéñòâ (Ñâîéñòâà 1�3) ðàñïðåäåëåíèé

èç êëàññà Sβ ïðè β > 0 � ñì., íàïð., [11] è êîììåíòàðèè â [5], à òàêæå Ñâîéñòâî 4,

ñëåäóþùåå èç óòâåðæäåíèé ðàáîòû [5].

Ñâîéñòâî 1. (Çàìêíóòîñòü êëàññà Sβ îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè ïî õâîñòàì ðàñ-

ïðåäåëåíèé)

Åñëè F ∈ Sβ è F (x) ∼ cG(x) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c ∈ (0,∞), òî G ∈ Sβ . Â

÷àñòíîñòè, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, Y ïðèíèìàåò ï.í. íåîòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ è F (x) = P(X ≤ x) ∈ Sβ , òî

G(x) = P(X − Y > x) ∼
∫ h(x)

0
G(dt)F (x + t) ∼ F (x)

∫ h(x)

0
G(dt)e−βt ∼ F (x)Ee−βY

ïðè x →∞ è, çíà÷èò, G ∈ Sβ .

Ñïðàâåäëèâ è áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò:

Ñâîéñòâî 2. Äîïóñòèì, ÷òî F ∈ Sβ ïðè íåêîòîðîì β ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

ïðè i = 1, . . . , n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è èìåþò

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fi, cîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

P(Xi > x) = Fi(x) ∼ ciF (x) ïðè x → ∞ äëÿ íåêîòîðûõ ci ≥ 0,
∑n

1 c(i) > 0. Òîãäà
ϕi = EeβXi < ∞ ïðè âñåõ i = 1, . . . , n. Ðàñïðåäåëåíèå ñóììû

∑n
i=1 Xi ýòèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Sβ è

P(
n∑

i=1

Xi > x) ∼
n∑

j=1

P

 n⋃
j=1

{
∑
i6=j

Xi ≤ h(x),
n∑

i=1

Xi > x}


∼

n∑
j=1

P

∑
i6=j

Xi ≤ h(x),
n∑

i=1

Xi > x


∼

n∑
j=1

P

 n⋃
j=1

{Xj > x− h(x),
n∑

i=1

Xi > x}


∼

n∑
j=1

P

(
Xj > x− h(x),

n∑
i=1

Xi > x

)
∼

n∏
i=1

ϕi

n∑
i=1

ci

ϕi
F (x),

ãäå h(x) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó (6).

Ñâîéñòâî 3. Äîïóñòèì, ÷òî F ∈ Sβ ïðè íåêîòîðîì β ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû V, ξ è η íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, η ≥ 0 ïî÷òè íàâåðíîå, P(V >

x) ∼ c1F (x) è P(ξ > x) ∼ c2F (x), ãäå c1 ≥ 0 è c2 > 0. Òîãäà ïðè ëþáîé ôóíêöèè h,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (6),

P(V + ξ − η > x, V ≤ h(x)) ∼ P(V + ξ − η > x, V − η ≤ h(x))

∼ P(V + ξ − η > x, ξ − η ≥ x− h(x))

∼ P(V + ξ − η > x, ξ ≥ x− h(x))

∼ c2F (x)EeβV Ee−βη.
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Ñâîéñòâî 4. Ðàñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn} ñ îáøåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

EXi = −a < 0, F ∈ Sβ è EeβX1 < 1. Îáîçíà÷èì Mk = max0≤n≤k
∑n

i=1 Xi è M =
supn≥0

∑n
i=1 Xi. Èç òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ 3 ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→∞

P(M > x)
F (x)

=
EeβM

1−EeβX1

(ñì. òàêæå [12]) è, áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε ∈ (0, 1) íàéäåòñÿ òàêîå
áîëüøîå N , ÷òî ïðè x → ∞ è ïðè ëþáîé ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

(6)

P(M > x) ≥ P

(
M > x,

N⋃
n=1

{Xn > x− h(x)}

)
+ o(F (x))

=
N∑

n=1

P(M > x,Xn > x− h(x)) + o(F (x))

≥ P(M > x) + o(F (x))− εF (x).

(ïîâòîðèì, ÷òî ìû ïîíèìàåì çàïèñü f(x) ≥ g(x)+ o(f(x)) êàê lim supx→∞ g(x)/f(x) ≤
1; â íàøåì ñëó÷àå o(F (x)) = o(P(M > x))).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xn äîïóñêàþò ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå ðàçíîñòåé Xn = ξn − ηn, ãäå {ξn} è {ηn} � äâå íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ýëåìåíòû êàæäîé èç êîòîðûõ íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû, è åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn íåîòðèöàòåëüíû, òî ïðèâåäåííûå âûøå

ñîîòíîøåíèÿ îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè çàìåíèòü â íèõ ñîáûòèÿ {Xn > x−h(x)}
íà {ξn > x− h(x)}.

3.2 Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì íèæíåé è

âåðõíåé îöåíîê èç ï.2.1.

Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìå ñ

âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ σn è èíòåðâàëàìè ìåæäó ìîìåíòàìè ïðèõîäà τn èìååò òî

æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ìàêñèìóì M = supn Sn ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ Sn =
∑n

1 Xi

ñ ïðèðàùåíèÿìè Xn = σn − τn. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èçâåñòíûì óòâåðæäåíèåì

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ Sn =
∑

Xi ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì:

Òåîðåìà 3. Åñëè

λ0 = sup{λ : ϕX1(λ) ≤ 1} > 0,

òî

− lnP(M > x) ∼ λ0x.

Çàìå÷àíèå 8. Íàì èçâåñòíà òîëüêî îäíà ðàáîòà ([8], ñ. 17), ãäå òåîðåìà 3 äîêàçûâàåòñÿ

áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Îáû÷íî æå (ñì., íàïð., [9], ïàðàãðàô 21, òåîðåìà

11) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êðàìåðà:

ϕX1(λ0) = 1 è d = EX1e
λ0X1 < ∞ (26)

èëè áîëåå ñèëüíûõ óñëîâèé. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî òàêæå âûâåñòè êàê ñëåä-

ñòâèå ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ, íàïð., â [10]. Â ï. 3.3

ìû ïðèâîäèì êîììåíòàðèé ìåòîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà î òîì, êàê ìîæíî äîêàçûâàòü

òåîðåìó 3 â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà óæå äîêàçàíà â óñëîâèÿõ (26).
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Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî

− lnP(W (i) > x) ∼ γ(i)x,

è òàê êàê Z(i) ≥ W (i) ï.í., òî

lim sup
x→∞

− lnP(Z > x)
x

≤ γ. (27)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì λ > 0

ϕ̃(λ) ≡ Eeλeσ1 ≤
L∑

j=1

E exp

 j∑
i=1

σ
(1)
i +

L∑
i=j

σ
(2)
i


=

L∑
j=1

ϕj
(1)(λ)ϕL−j+1

(2) (λ) ≡ ϕ∗(λ).

Èñïîëüçóÿ ñíîâà îáîçíà÷åíèå ϕ(λ) = max(ϕ(1)(λ), ϕ(2)(λ)), ïîëó÷àåì, ÷òî

min((ϕ(1)(λ), ϕ(2)(λ)) · ϕL(λ) ≤ ϕ̃(λ) ≤ ϕ∗(λ) ≤ (L + 1)ϕL+1(λ)

è, çíà÷èò,

(ϕ̃(λ))1/L → ϕ(λ) è (ϕ∗(λ))1/L → ϕ(λ) ïðè L →∞. (28)

Ïîëîæèì γ̃ = sup{λ : ϕ̃(λ)ϕL
τ (−λ) ≤ 1}. Òàê êàê σ̃1 ≥ max

(∑L
1 σ

(1)
i ,
∑L

1 σ
(2)
i

)
, òî

γ ≥ γ̃. Â ñèëó (28), γ̃ → γ. Ïî òåîðåìå 3, ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì L

− lnP(W̃ > x) ∼ γ̃x.

È òàê êàê E exp (γσ̃0) < ∞, òî

− lnP(Z̃ > x) ∼ γ̃x.

Óñòðåìëÿÿ L ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

lim inf
x→∞

− lnP(Z > x)
x

≥ γ. (29)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñëåäóåò òåïåðü èç íåðàâåíñòâ (27) è (29).

Çàìå÷àíèå 9. Èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé àíàëîã òåîðåìû 1 äëÿ òàíäåìîâ ïðîèçâîëü-

íîãî (êîíå÷íîãî) ÷èñëà ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûé è äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî

àíàëîãè÷íî.

3.3 Êîììåíòàðèé ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ (26). Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà

(ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïð., (à) ìàðòèíãàëüíîé òåõíèêè, (á) ýêñïîíåíöèàëüíîé çàìåíû

ìåðû è ýëåìåíòîâ òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ è ò.ä.)

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå (26) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè ëþáîì r > 0 îïðåäåëèì

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Xn,+r = max(Xn,−r) è Xn,−r = min(Xn, r).
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Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû, ìàêñèìóìû è ìîìåíòû ÷åðåç Sn,+r, Sn,−r,M+r,M−r,

ϕX,+r è ϕX,−r, ãäå M+r ≥ M ≥ M−r ï.í. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé

r ìàêñèìóì M+r ÿâëÿåòñÿ ï.í. êîíå÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Èç ìîíîòîííîñòè è

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ϕX,+r è ϕX,−r ïî ïàðàìåòðó r è èç îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn,−r ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïðè êàæäîì r ñóùåñòâóþò êîð-

íè λ+r < λ0 < λ−r óðàâíåíèé ϕX,+r(λ+r) = 1 è ϕX,−r(λ−r) = 1, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîèçâîäíûå ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ è ïîýòîìó

− lnP(M+r > x) ∼ λ+rx è − lnP(M−r > x) ∼ λ−rx,

è, âî-âòîðûõ, êàê λ+r, òàê è λ−r ñòðåìÿòñÿ ê λ0 ñ ðîñòîì r. Èç ýòîãî ñëåäóåò óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû 3.

Åñëè æå ϕX(λ0) < 1, òî íàéäåòñÿ r < ∞ òàêîå, ÷òî ϕX,+r(λ0) = 1 è ϕ
′
X,+r(λ0) < ∞.

Ïîæòîìó ïðè òàêîì r

− lnP(M+r > x) ∼ λ0x.

Ñëó÷àé ϕX(λ0) = 1 è d = ∞ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
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