
§ 1. Ðàçíûå çàäà÷è

1. Ïóñòü X1 è X2 — íåçàâèñèìûå ñ. â.,
X1 0 1

1/2 1/2
,

X2 1 4
1/3 2/3

, Z = X1 +X2,

Y = X1. Íàéòè E
{
Y

/
Z

}
.

2. Ïóñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ξ è η èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â òðåóãîëüíèêå ñ
âåðøèíàìè (1,0), (0,1), (1,1). Íàéòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü f(x/y) ñ. â. η îòíîñèòåëüíî ñ. â. ξ.

3. Ïóñòü X1, X2, . . . — íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñ. â., EX2
1 < ∞, EX1 = 1,

DX1 = σ2 > 0 è Sn = X1 + . . .+Xn ïðè n = 1, 2, . . . . Ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ψn ≡ S3
n

n5/2
−√

n ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, è íàéòè åå ðàñïðåäåëåíèå.

4. Ïóñòü X = (X1, X2) — âûáîðêà îáúåìà 2 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(1, 2). Îáîçíà÷èì
S1 = X1 +X2, S2 = X2

1 +X2
2 . Óêàçàòü ÷èñëî K, ïðè êîòîðîì ñ. â. S1 è KS2 − S2

1 íåçàâèñèìû.
5. Ïóñòü X = (X1, X2) — âûáîðêà îáúåìà 2 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(2, 3). Óêàçàòü

÷èñëî a, ïðè êîòîðîì ñ. â. X1 − aX2 è X1 +X2 íåçàâèñèìû.
6. Ïóñòü �X — âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ E1. Ïðè êàæäîì n � 1 ÷åðåç νn

îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî Xi, 1 � i � n, íå ïðåâûøàþùèõ 2. Óêàçàòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçëè÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë cn òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
νn − cn√

n
ñõîäèòñÿ ñëàáî ê íåêîòîðîìó

íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Íàéòè ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
7. Âûòåêàåò ëè èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ξn ⇒ ξ ñõîäèìîñòü I(ξn � 0) ⇒ I(ξ � 0)?
8. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ êîíå÷íîé è îòëè÷íîé îò íóëÿ äèñïåðñèåé.

Îïèñàòü êëàññ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé F , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü P(X > 3) → P(EX1 >
3).

9. Íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(2X1|X(n)) äëÿ âûáîðêè îáúåìà n èç ðàâíîìåð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U(0, 3).

Óêàçàíèå. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá óëó÷øåíèè îöåíîê ñ ïîìîùüþ ïîëíûõ è äîñòàòî÷-
íûõ ñòàòèñòèê.

10. Ïóñòü äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ Π(λ), ãäå λ ∈ (0,∞). ßâëÿåòñÿ ëè ñòàòè-
ñòèêà S = nX − 5 äîñòàòî÷íîé? Áóäóò ëè äîñòàòî÷íûìè ñëåäóþùèå ñòàòèñòèêè: à) 2S? á) S2?
â) S/n2? ã) sinS? ä) exp{S}? å) −S?

§ 2. Õàðàêòåðèñòèêè ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

11. Ïóñòü �X — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì 1/4, F ∗
n(y) — ýìïèðè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è F (y) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ B1/4. Äîêàçàòü òåîðåìó Ãëèâåíêî
– Êàíòåëëè: ïðè n → ∞

sup
−∞<y<∞

|F ∗
n(y)− F (y)| → 0 ï.í.

12. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Íàéòè EF ∗
n(y)

è DF ∗
n(y).

13. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, θ] è X(n) =

max(X1, . . . , Xn). Íàéòè ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n

θ

(
θ −X(n)

)
ïðè n → ∞.

14. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn, DX1 = σ2 < ∞. Äîêàçàòü, ÷òî S2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X)2 ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿòåëüíîé (ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé) îöåíêîé äëÿ σ2. ßâëÿåòñÿ ëè S2 íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ
σ2? Ïîñòðîèòü ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíóþ è íåñìåùåííóþ îöåíêó.

15. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ B(1, p). Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà
S2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − X)2 ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ ïàðàìåòðà θ = p(1 − p). Èìååò ëè ñòàòèñòèêà

nS2

p(1− p)
ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò?

16. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ U [0, b]. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà

S2 = 1
n

∑n
i=1(Xi −X)2 ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ ïàðàìåòðà θ = b2/12. Èìååò ëè ñòàòèñòèêà

nS2

θ
ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò?
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17. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U [−√
3a,

√
3a]. Ïðîâåðèòü,

ÿâëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà S2 = 1
n

∑n
i=1(Xi −X)2 ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ ïàðàìåòðà a. Èìååò ëè

ñòàòèñòèêà X íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå?
18. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà 2k. Íàéòè

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ k-ãî âûáîðî÷íîãî ìîìåíòà

Xk =
Xk

1 + . . .+Xk
n

n
.

ßâëÿåòñÿ ëè Xk ñîñòîÿòåëüíîé (ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíîé) îöåíêîé äëÿ mk = EXk
1 ?

§ 3. Ïîñòðîåíèå îöåíîê

19. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè g(y) = yk, k = 1, 2, . . . , ïîñòðîèòü îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà äëÿ
ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé:

à) U0,θ, θ > 0; á) Eα, α > 0; â) E1/α, α > 0; ã) Nα,1, α � 0.
20. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà íåëüçÿ ïîñòðîèòü îöåíêó ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

g(y) = y.
21. Ïîñòðîèòü îöåíêó íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà (λ1, λ2) ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ïðè ïîäõîäÿùèõ

ôóíêöèÿõ g1(y), g2(y) äëÿ ñìåñè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé Ïóàññîíà:

P(X1 = k) =
1
2
λk

1

k!
e−λ1 +

1
2
λk

2

k!
e−λ2 , k = 1, 2, . . .

22. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå åäèíñòâåííà.
23. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ïî

ìåòîäó ìîìåíòîâ, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè g(y) = y.
24. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(y) =




3y2

8θ3
, åñëè y ∈ [0, 2θ],

0, åñëè y �∈ [0, 2θ],
θ ∈ Θ = (0,∞).

à) Íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂∗ ïàðàìåòðà θ. ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà θ̂∗ íåñìå-
ùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?

á) Íàéòè îöåíêó ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ θ∗, èñïîëüçóÿ ïåðâûé ìîìåíò. ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà θ∗

íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?
â) Ïðîâåðèòü îöåíêè θ̂∗ è θ∗ íà àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü.
ã) Ñðàâíèòü îöåíêè θ∗ è θ̂∗ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
25. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïëîòíîñòüþ

fθ(y) =




y − θ

2
, åñëè y ∈ [θ, θ + 2],

0, åñëè y �∈ [θ, θ + 2],
θ ∈ Θ = (−∞,∞).

26. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[−2θ, 2θ], ãäå θ > 0 — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

à) Íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂∗ ïàðàìåòðà θ, ïðîâåðèòü íåñìåùåííîñòü è
ñîñòîÿòåëüíîñòü.

á) Íàéòè îöåíêó θ∗ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà θ∗ ñîñòîÿòåëüíîé? Íåñìåùåííîé?
â) Ïðîâåðèòü îöåíêè θ̂∗ è θ∗ íà àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíûõ îöåíîê íàéòè êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè.
27. Ïóñòü �X = (X1, . . . , Xn) — âûáîðêà èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà Fθ, θ ∈ Θ. Äîêàçàòü,

÷òî åñëè îöåíêà θ∗ = θ∗( �X) ÿâëÿåòñÿ R-ýôôåêòèâíîé îöåíêîé â êëàññå Kθ/n, òî îíà ñîñòîÿòåëüíà.
Ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ îöåíêó â êëàññå K0.

28. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ Pq: Pq(Xi = k) =



q5, k = 1
1− q − q5, k = 2
q, k = 3

,

ãäå q ∈ (0, 1/2). ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà q∗ = 5

√
I(X1 = 1) + . . .+ I(Xn = 1)

n
à) ñîñòîÿòåëüíîé;

á) íåñìåùåííîé; â) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà q?
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29. Ïóñòü äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ Π(λ), ãäå λ > 0. Íàéòè îöåíêó ìåòîäà
ìîìåíòîâ (ïî ïåðâîìó ìîìåíòó) äëÿ ïàðàìåòðà θ = Pλ(X1 = 0). Ïðîâåðèòü åå íåñìåùåííîñòü,
ñîñòîÿòåëüíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü.

30. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, θ],

ãäå θ > 0 — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà θ̂∗ =
n+ 1
n

X(n) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-

íîé?
31. Ïóñòü θ∗ — àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ñ êîýôôèöèåíòîì σ2(θ). Äî-

êàçàòü, ÷òî
1

(θ∗)2
— àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà äëÿ

1
θ2

.

32. Ïóñòü äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ B(1,
√
p), ãäå 0 < p < 1. ßâëÿåòñÿ ëè

îöåíêà ìåòîäà ìîìåíòîâ äëÿ ïàðàìåòðà p, ïîëó÷åííàÿ ïî ïåðâîìó ìîìåíòó, à) íåñìåùåííîé?
á) ñîñòîÿòåëüíîé? â) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé?

33. Âñåãäà ëè íåñìåùåííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ: à) ñîñòîÿòåëüíîé? á) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-
íîé? â) R-ýôôåêòèâíîé? Åñëè «äà», òî ïî÷åìó, åñëè «íåò» — ïðèâåñòè ïðèìåð(û).

34. Âñåãäà ëè ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ: à) íåñìåùåííîé? á) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-
íîé? â) R-ýôôåêòèâíîé? Åñëè «äà», òî ïî÷åìó, åñëè «íåò» — ïðèâåñòè ïðèìåð(û).

35. Ïóñòü X1, . . . , X3n — âûáîðêà îáúåìà 3n èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, 1). ßâëÿåòñÿ ëè îöåíêà

a∗ =
1
n

2n∑
i=n+1

Xi ïàðàìåòðà a: à) íåñìåùåííîé? á) ñîñòîÿòåëüíîé (ïðè n → ∞)? â) ýôôåêòèâíîé?

ã) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé (ïðè n → ∞)?
36. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Π(λ). Ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà λ, êîòî-

ðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ à) ñîñòîÿòåëüíîé è ñìåùåííîé; á) íåñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé;
â) ñîñòîÿòåëüíîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

37. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ B(10, p). Ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà p, êî-
òîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ à) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé è ñìåùåííîé; á) íåñîñòîÿòåëüíîé
è íåñìåùåííîé; â) íåñìåùåííîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

38. Äëÿ âñÿêîãî ëè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé íàéäåòñÿ c > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé íåñìåùåííîé îöåíêè θ∗ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E(θ∗ − θ)2 �
c

n
?

39. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn, n � 2, èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå G(p) ñ
ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1), òî åñòü Pp(X1 = k) = p(1− p)k−1 ïðè k = 1, 2, . . . .

à) Äîêàçàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà S = nX èìååò ðàñïðåäåëåíèå Pp(S = k) = Cn−1
k−1 p

n(1 − p)k−n ïðè
k = n, n+ 1, . . . .

á) Äîêàçàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà S = nX ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé è ïîëíîé ñòàòèñòèêîé.
â) Êàêîìó êëàññó Kb ïðèíàäëåæèò îöåíêà p∗ = I(X1 = 1)? Èñïîëüçóÿ (à) è (á), ïîñòðîèòü

ýôôåêòèâíóþ îöåíêó â ýòîì êëàññå.
40. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(θ, 1), ãäå θ ìîæåò ïðèíèìàòü

ëèøü çíà÷åíèÿ 1 è 2. Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

§ 4. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

41. Ïóñòü X1, . . . , Xn — âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ B(1, p). Èìååòñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
In = [X − 1/

√
n,X + 1/n].

à) Íàéòè ïðåäåë ïðè n → ∞ óðîâíÿ äîâåðèÿ δn = Pp(In  p)
á) Èñïîëüçóÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë In, ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H1 :

p = p1 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H2 : p �= p1. Íàéòè ïðåäåë âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ýòîãî
êðèòåðèÿ ïðè n → ∞.

42. Èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà 3 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Íåñìåùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà 1. Íå ïîëüçóÿñü
òàáëèöàìè, ïîñòðîèòü òî÷íûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè óðîâíÿ äîâå-
ðèÿ 0.9.
Óêàçàíèå. Ñ÷èòàòü, ÷òî ln 0.05 = −3; ln 0.95 = −0.05.
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§ 5. Ãèïîòåçû è êðèòåðèè

43. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn. Ãèïîòåçà H1: Xi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f1. Àëüòåð-
íàòèâà H2: Xi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f2. Çäåñü:

f1(y) = 2e−2(y−3) · I(y ∈ [3,∞)); f2(y) = e−(y−6) · I(y ∈ [6,∞)).

a) Êðèòåðèé δ ïðåäïèñûâàåò ïðèíèìàòü ãèïîòåçó H1, åñëè X � 7; àëüòåðíàòèâó H2, åñëè X < 7.
Íàéòè ïðåäåëû âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà êðèòåðèÿ δ ïðè n → ∞.

á) Ïîñòðîèòü íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ ε = 0,06. Ïðîâåðèòü ñî-
ñòîÿòåëüíîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ.

44. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn. Ãèïîòåçà H1: Xi èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[0, 2]. Àëüòåðíàòèâà H2: Xi èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [1, 4].

a) Êðèòåðèé δ1 = δ1(X1, . . . , Xn) (ïðè n � 21) ïðåäïèñûâàåò ïðèíèìàòü ãèïîòåçó H1, åñëè X2 � 1;
àëüòåðíàòèâó H2, åñëè X2 > 1. Íàéòè ðàçìåð è ìîùíîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ.

á) Ïîñòðîèòü (ïðè n = 1) ÍÌÊ ðàçìåðà α = 1/2. Íàéòè ìîùíîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ.
â) Ïîñòðîèòü (ïðè n = 1) ÍÌÊ ðàçìåðà α = 1/3. Íàéòè ìîùíîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ.
ã) Êðèòåðèé δ2 = δ2(X1, . . . , Xn) ïðåäïèñûâàåò ïðèíèìàòü ãèïîòåçó H1, åñëè X(n) < 3/2; àëüòåð-

íàòèâó H2, åñëè X(n) � 3/2. Íàéòè ðàçìåð è ìîùíîñòü êðèòåðèÿ δ2.
ä) ßâëÿåòñÿ ëè êðèòåðèé δ2 èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñîñòîÿòåëüíûì?
45. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn îáúåìà n. Ïîñòðîèòü íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ðàçìåðà 1/2

äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H1 : �X⊂= N0,1 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H2 : �X⊂= B1/2.
46. Ïî âûáîðêå îáúåìà n ïðè çàäàííîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ïîñòðîèòü íàèáîëåå

ìîùíûé êðèòåðèé äëÿ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èçâåñòíî è ðàâíî íóëþ).

47. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn îáúåìà n. Ãèïîòåçà H1: Xi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ
f1. Àëüòåðíàòèâà H2: Xi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f2. Çäåñü f1(y) = e−(y−6)I(y ∈
[6,∞)); f2(y) = 2e−2(y−3)I(y ∈ [3,∞)).
Íàéòè ïðåäåëû âåðîÿòíîñòåé îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñëåäóþùèõ êðèòåðèåâ ïðè n → ∞:

δ1( �X) =

{
H1, X > 3,5 + 1/

√
n,

H2, X � 3,5 + 1/
√
n;

δ2( �X) =

{
H1, X > 3,5 + 1/n,
H2, X � 3,5 + 1/n;

δ3( �X) =

{
H1, X > 3,5,
H2, X � 3,5.

48. Èìååòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a, 1), ãäå ÷èñëî a íåèçâåñòíî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâå ïðîñòûå ãèïîòåçû: îñíîâíàÿ {a = −1} è àëüòåðíàòèâíàÿ {a = 0}. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ãèïîòåç: åñëè X < −nα, òî ïðèíèìàåòñÿ îñíîâíàÿ
ãèïîòåçà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà. Çäåñü n – îáúåì âûáîðêè
è α – çàðàíåå çàäàííîå èçâåñòíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îïðåäåëèòü âñå ÷èñëà α, ïðè êîòîðûõ
êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíûì.

49. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î áëèçîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äâóõ íåçàâèñèìûõ íîð-
ìàëüíûõ âûáîðîê îáúåìîâ n è m ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè: �X = (X1, . . . , Xn)⊂= N(a1, 1),
�Y = (Y1, . . . , Ym)⊂= N(a2, 1). Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíàÿ ãèïîòåçà H1 : a1 = a2 ïðîòèâ àëüòåðíà-
òèâû H2 : |a1 − a2| > 1. Ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé: δ( �X, �Y ) = H2, åñëè |X − Y | > 1; δ( �X, �Y ) = H1

èíà÷å.
Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò êðèòåðèé ñîñòîÿòåëüíûì (ïðè n,m → ∞). Ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü

îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.
50. Äàíà âûáîðêà X1, . . . , Xn, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíèìàþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ k = 0, 1, 2, 3 è ò. ä. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïðîñòûå ãèïîòåçû: H1 : P{Xi=k} =
1
k!

e−1, H2 :

P{Xi=k} =
3k

k!
e−3.

Êðèòåðèé δ ïðåäïèñûâàåò ïðèíèìàòü ãèïîòåçó H1, åñëè max(X1, . . . , Xn) < 2, è àëüòåðíàòèâó
H2 — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàçìåð âûáîðêè, ïðè êîòîðîì ìîùíîñòü ýòîãî
êðèòåðèÿ ïðåâûøàåò çàäàííîå çíà÷åíèå.
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