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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïóñòü (Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4.1
Ôóíêöèÿ X : Ω → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åñëè X
ÿâëÿåòñÿ F-èçìåðèìîé ôóíêöèåé, ò. å. åñëè äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R)

X−1(B) = {ω ∈ Ω: X(ω) ∈ B} ∈ F .

Ïóñòü F1 è F2 � σ-àëãåáðû íà Ω è F1 ⊆ F2. Òîãäà, êàê íåòðóäíî

çàìåòèòü, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî F1 ôóíêöèÿ áóäåò èçìåðèìîé è

îòíîñèòåëüíî F2. Èçìåðèìàÿ æå îòíîñèòåëüíî F2 ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà

áûòü F1-èçìåðèìîé.

Âñþäó äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå

ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàäàíû íà îäíîì

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P).
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Ëåáåãà EX =

∫
Ω

X dP.

Åñëè B ∈ F , P(B) > 0, òî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X ïî ìíîæåñòâó B íàçûâàåòñÿ

E(X;B) =

∫
B

X dP = E(XIB),

ãäå

IB(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ B,
0, èíà÷å.

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà B ∈ F , P(B) > 0, íàçûâàåòñÿ

E(X | B) =
E(X;B)

P(B)
.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïóñòü íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F) çàäàíû ìåðû P è Q.

Îïðåäåëåíèå 4.2
Ìåðà Q íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî P , Q ≪ P ,
åñëè Q(A) = 0 äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ F òàêîãî, ÷òî P (A) = 0.

Òåîðåìà 4.1 (Ðàäîíà � Íèêîäèìà)

Ïóñòü P è Q � σ-êîíå÷íûå ìåðû. Åñëè ìåðà Q àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

îòíîñèòåëüíî P , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ F-èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ f , ÷òî

Q(A) =

∫
A

f dP

äëÿ ëþáîãî A ∈ F . Ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé

íà ìíîæåñòâå P -ìåðû 0.

Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåðà

Q êîíå÷íà.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïóñòü G � σ-àëãåáðà è G ⊆ F .

Îïðåäåëåíèå 4.3
Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû G íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

îáîçíà÷àåìàÿ E(X | G), òàêàÿ, ÷òî
(i) E(X | G) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G;
(ii) äëÿ ëþáîãî B ∈ G

E(E(X | G)IB) = E(XIB). (4.1)

Óñëîâèå (4.1) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:∫
B

E(X | G) dP =

∫
B

X dP.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà E(X | G) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî
G (è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî F), òîãäà êàê X èçìåðèìà

îòíîñèòåëüíî F è ìîæåò íå áûòü èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî G.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ëåììà 4.1

Åñëè E|X| < ∞, òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X | G)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå

âåðîÿòíîñòè 0 (íà ìíîæåñòâå P-ìåðû 0).
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü Y1 è Y2 èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî

σ-àëãåáðû G è E(Y1;B) = E(Y2;B) äëÿ ëþáîãî B ∈ G. Îáîçíà÷èì
B0 = {Y1 > Y2} è Z = (Y1 − Y2)IB0 . Î÷åâèäíî, ÷òî B0 ∈ G, Z
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G è Z ⩾ 0 ï. í. Òàê êàê

EZ = E(Y1IB0)− E(Y2IB0) = 0, òî Z = 0 ï. í. Òîãäà P(B0) = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, Y1 ⩽ Y2 ï. í. Â ñèëó ñèììåòðèè Y2 ⩽ Y1 ï. í. Çíà÷èò,
Y1 = Y2 ï. í.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü X ⩾ 0. Òàê êàê G � σ-àëãåáðà è G ⊆ F , òî

P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà (Ω,G). Ìåðó Q íà (Ω,G) îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(B) = E(XIB) =

∫
B

X dP, B ∈ G.

Òîãäà Q ≪ P. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P(B) = 0, òî IB = 0 P -ï. í.
Ñëåäîâàòåëüíî, XIB = 0 P -ï. í. è Q(B) = 0.
Ïî òåîðåìå Ðàäîíà � Íèêîäèìà ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ

G-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Y òàêàÿ, ÷òî Q(B) =
∫
B

Y dP äëÿ âñåõ B ∈ G,

ò. å. E(Y IB) = E(XIB) äëÿ âñåõ B ∈ G.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü E|X| < ∞. Îáîçíà÷èì X+ = X ∨ 0,
X− = (−X) ∨ 0, òîãäà X = X+ −X−. Ïóñòü Y + = E(X+ | G),
Y − = E(X− | G) è Y = Y + − Y −. Î÷åâèäíî, ÷òî Y èçìåðèìà

îòíîñèòåëüíî G è äëÿ ëþáîãî B ∈ G

E(Y IB) = E(Y +IB)− E(Y −IB) = E(X+IB)− E(X−IB) = E(XIB).

Òàêèì îáðàçîì, Y = E(X | G).
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïóñòü Y � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðàññìîòðèì σ-àëãåáðó

σ(Y ) = {Y −1(B) : B ∈ B(R)}.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì E(X | Y ) = E(X | σ(Y )).

Âñþäó äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå G � σ-àëãåáðà,G ⊆ F .

Äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ëåììà 4.2

Ïóñòü E|X| < ∞ è E|Z| < ∞. Òîãäà

1. Åñëè X ≡ C, òî E(X | G) = C ï. í.

2. Åñëè X � G-èçìåðèìà, òî E(X | G) = X ï. í.

3. E(X | F) = X ï. í.

4. Åñëè G0 = {∅,Ω}, òî E(X | G0) = EX ï. í.

5. E(E(X | G)) = EX.

6. E(aX + bZ | G) = aE(X | G) + bE(Z | G) ï. í.

7. Åñëè X ⩽ Z ï. í., òî E(X | G) ⩽ E(Z | G) ï. í.

8. |E(X | G)| ⩽ E(|X| | G) ï. í.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Ôóíêöèÿ Y = C èçìåðèìà

îòíîñèòåëüíî ëþáîé σ-àëãåáðû è E(XIB) = E(CIB) = E(Y IB) äëÿ
ëþáîãî B ∈ G. Åñëè X èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G, òî X óäîâëåòâîðÿåò

îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Îòñþäà ñðàçó

ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 3, òàê êàê X èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî F .

Òàê êàê ôóíêöèÿ Y = EX èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G0, òî, î÷åâèäíî,

ðàâåíñòâî (4.1) ñïðàâåäëèâî ïðè B = ∅ è B = Ω, ÷òî äîêàçûâàåò

ñâîéñòâî 4.

Ïîëîæèâ â (4.1) B = Ω, ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 5, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 6 çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé E(X | G) è E(Z | G) ôóíêöèÿ
Y = aE(X | G) + bE(Z | G) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G è äëÿ ëþáîãî

B ∈ G

E (E(X | G)IB) = E(XIB) è E (E(Z | G)IB) = E(ZIB).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ B ∈ G èìååì:

E(Y IB) = E
((

aE(X | G) + bE(Z | G)
)
IB

)
=

= E
(
aE(X | G)IB + bE(Z | G)IB

)
=

= aE(XIB) + bE(ZIB) =

= E(aXIB + bZIB) = E ((aX + bZ)IB) .
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì ñâîéñòâî 7. Ïîëîæèì Y = E(Z | G)− E(X | G) è
B0 = {Y < 0} ∈ G. Òîãäà Y = E(Z −X | G) ïî ñâîéñòâó 6 è

0 ⩽ E ((Z −X)IB0) = E (Y IB0) ⩽ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî E (Y IB0) = 0 è, çíà÷èò, P(B0) = 0, ò. å.
E(Z | G) ⩾ E(X | G) ï. í.

Òàê êàê −|X| ⩽ X ⩽ |X|, òî èç ñâîéñòâ 6 è 7 ïîëó÷àåì:

−E(|X| | G) ⩽ E(X | G) ⩽ E(|X| | G) ï. í.,

÷òî è äîêàçûâàåò ñâîéñòâî 8.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ëåììà 4.3

Åñëè X è G � íåçàâèñèìû (ò. å. X è IB íåçàâèñèìû äëÿ ëþáîãî

B ∈ G), òî E(X | G) = EX ï. í.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì Y = E(X | G). Òîãäà äëÿ ëþáîãî B ∈ G â ñèëó

íåçàâèñèìîñòè X è IB èìååì:

E(Y IB) = E(XIB) = EXEIB = E
(
(EX)IB

)
.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ëåììà 4.4 (òåëåñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà)

Ïóñòü G1, G2 � σ-àëãåáðû, G1,G2 ⊆ F , è E|X| < ∞. Òîãäà

1. Åñëè G1 ⊆ G2, òî E(E(X | G2) | G1) = E(X | G1) ï. í.

2. Åñëè G1 ⊇ G2, òî E(E(X | G2) | G1) = E(X | G2) ï. í.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì Yi = E(X | Gi), i = 1, 2. Ïî îïðåäåëåíèþ 4.3

E(Y1IB) = E(XIB) äëÿ ëþáûõ B ∈ G1 è E(Y2IB) = E(XIB) äëÿ ëþáûõ

B ∈ G2. Òàê G1 ⊆ G2, òî E(Y1IB) = E(Y2IB) äëÿ ëþáûõ B ∈ G1, ÷òî è

îçíà÷àåò(ñ ó÷¼òîì èçìåðèìîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y1 îòíîñèòåëüíî
G1) ðàâåíñòâî E(Y2 | G1) = Y1 ï. í.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê èç óñëîâèÿ G2 ⊆ G1 ñëåäóåò, ÷òî

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y2 èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G1 è, çíà÷èò,

E(Y2 | G1) = Y2 ï. í. â ñèëó ï. 2 ëåììû 4.2.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Òåîðåìà 4.2 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà)

Ïóñòü g � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è E|X| < ∞, E|g(X)| < ∞. Òîãäà

E(g(X) | G) ⩾ g(E(X | G)) ï. í.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ñëåäñòâèå 4.1

Ïóñòü E|X|p < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî 1 ⩽ p < ∞. Òîãäà

|E(X | G)|p ⩽ E(|X|p | G) ï. í.

Ïóñòü E|X|p < ∞. Îáîçíà÷èì ∥X∥p = (E|X|p)1/p. Òîãäà èç
ñëåäñòâèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî

∥E(X | G)∥p ⩽ ∥X∥p.
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Òåîðåìà 4.3

Ïóñòü {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

E|Xn|p < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî 1 ⩽ p < ∞. Åñëè Xn
Lp−→ X, E|X|p < ∞,

òî

E(Xn | G) Lp−→ E(X | G).
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Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, èç

ñëåäñòâèÿ 4.1 ïîëó÷àåì:

E
∣∣E(X | G)− E(Xn | G)

∣∣p = E
∣∣E(X −Xn | G)

∣∣p ⩽ E|X −Xn|p → 0

ïðè n → ∞.
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Òåîðåìà 4.4 (òåîðåìà î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè óñëîâíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé)

Ïóñòü {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè

0 ⩽ Xn ↑ X ï. í., òî E(Xn | G) ↑ E(X | G) ï. í.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì Yn = E(Xn | G). Òàê êàê Xn ⩽ Xn+1 ï. í., òî

Yn ⩽ Yn+1 ï. í. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò (èçìåðèìûé) ïðåäåë

Y = lim
n→∞

Yn. Òîãäà ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè èìååì:∫
B

Yn dP →
∫
B

Y dP è

∫
B

Xn dP →
∫
B

X dP,

äëÿ ëþáîãî B ∈ G. Òàê êàê E(XnIB) = E(YnIB) äëÿ ëþáîãî B ∈ G, òî∫
B

X dP =
∫
B

Y dP. Çíà÷èò Y = E(X | G), ò. å.

Y = lim
n→∞

Yn = lim
n→∞

E(Xn | G) = E(X | G) ï. í.
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Òåîðåìà 4.5 (ëåììà Ôàòó äëÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé)

Ïóñòü {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí: Xn ⩾ 0 ï. í. Òîãäà

E(lim inf
n→∞

Xn | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Xn | G) ï. í.

Åâãåíèé Áàêëàíîâ Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ÍÃÓ, 2024 26 / 35



Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Îáîçíà÷èì Yn = inf

k⩾n
Xn. Òîãäà Yn ⩽ Xk äëÿ âñåõ k ⩾ n, Yn ⩽ Yn+1 è

Yn → lim inf
n→∞

Xn ï. í. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî E(Yn | G) ⩽ E(Xk | G) äëÿ
âñåõ k ⩾ n è, ñëåäîâàòåëüíî,

E(Yn | G) ⩽ inf
k⩾n

E(Xk | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Xn | G) ï. í.

Ïî òåîðåìå 4.4 ïîëó÷àåì:

E(lim inf
n→∞

Xn | G) = E( lim
n→∞

Yn | G) = lim
n→∞

E(Yn | G) ⩽

⩽ lim inf
n→∞

E(Xn | G) ï. í.
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Òåîðåìà 4.6 (òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè
óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé)

Ïóñòü {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

Xn → X ï. í., |Xn| ⩽ Y ï. í., EY < ∞. Òîãäà

E(Xn | G) → E(X | G) ï. í. è E(|Xn −X| | G) → 0 ï. í.
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Äîêàçàòåëüñòâî
Îáîçíà÷èì Yn = Y −Xn. Òîãäà Yn ⩾ 0 è Yn → Y −X ï. í. Ïî

òåîðåìå 4.5 èìååì:

E(Y −X | G) = E(lim inf
n→∞

(Y −Xn) | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Y −Xn | G) ï. í.,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

E(X | G) ⩾ lim sup
n→∞

E(Xn | G) ï. í.

Îáîçíà÷èì Zn = Y +Xn. Òîãäà Zn ⩾ 0 è Zn → Y +X ï. í.
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Äîêàçàòåëüñòâî
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

E(Y +X | G) = E(lim inf
n→∞

(Y +Xn) | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Y +Xn | G) ï. í.,

ò. å.

E(X | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Xn | G) ï. í.

Òàêèì îáðàçîì,

E(X | G) ⩽ lim inf
n→∞

E(Xn | G) ⩽ lim sup
n→∞

E(Xn | G) ⩽ E(X | G) ï. í.,

îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü E(Xn | G) → E(X | G) ï. í.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê |Xn| ⩽ Y ï. í., òî è |X| ⩽ Y ï. í. Òîãäà |Xn −X| → 0 ï. í. è

|Xn −X| ⩽ 2Y ï í. Çíà÷èò, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó,

E(|Xn −X| | G) → 0 ï. í.
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Ëåììà 4.5

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî G, E|X| < ∞ è

E|XZ| < ∞. Òîãäà

E(XZ | G) = ZE(X | G) ï. í.
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Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü X ⩾ 0. Åñëè Z = IA äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ G, òî A ∩B ∈ G äëÿ

ëþáîãî B ∈ G è

E
(
ZE(X | G)IB

)
= E

(
E(X | G)IA∩B

)
= E(XIA∩B) =

= E
(
(XIA)IB

)
= E(XZIB).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, â ñèëó ëèíåéíîñòè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ, ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû â ñëó÷àå, êîãäà

Z � ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü Z ⩾ 0 è ïóñòü {Zn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî Zn ↑ Z ï. í. ïðè

n → ∞. Òîãäà 0 ⩽ ZnX ↑ ZX ï. í. è

E(ZnX | G) = ZnE(X | G) ↑ ZE(X | G) ï. í. ïðè n → ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 4.4 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

E(ZnX | G) ↑ E(ZX | G) ï. í. ïðè n → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

E(XZ | G) = ZE(X | G) ï. í. äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ X è Z.
Ïóñòü òåïåðü X è Z � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà

èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ X = X+ −X− è Z = Z+ − Z−, èç äîêàçàííîãî
âûøå äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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Ëåììà 4.6

Åñëè EX2 < ∞, òî E(X − E(X | G))2 = EX2 − E
(
E(X | G)

)2
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì Y = E(X | G). Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëó ïîëíîé

âåðîÿòíîñòè (ï. 5 ëåììû 4.2) è ëåììó 4.5, ïîëó÷àåì:

E
(
XE(X | G)

)
= E(XY ) = E(E(XY | G)) = E(Y E(X | G)) = EY 2.

Òîãäà

E(X − E(X | G))2 = E(X − Y )2 = EX2 − 2E(XY ) + EY 2 =

= EX2 − EY 2 = EX2 − E
(
E(X | G)

)2
.
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