
Çàäà÷è äëÿ ñåìèíàðîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå (ÔÔ, 6-é ñåìåñòð)

�1. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

1.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü p è îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè P{X = 0, Y > 1},
F(X,Y )(2, 2):

X\Y 1 2 3

0 0,1 p 0
1 0 0 0,02
2 0,03 0 0

1.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
P{X = −1} = 0, 3. Íàéòè òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y è âåðîÿòíîñòü P{X > 1, Y < 1}:

X\Y 0 0,5 2

-1 0,1 p 0,05
3 0,3 0,4 q

1.3. Íàéòè îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y . Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè óñëîâèè
Y = −1; ïðè óñëîâèè Y = 2. Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Y
ïðè óñëîâèè X = −2; ïðè óñëîâèè X = 1.

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

1.4. Íàéòè îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y . Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè óñëîâèè
Y = 1; ïðè óñëîâèè Y > 1. Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Y ïðè
óñëîâèè X = 0.

X\Y -2 1 2 3 5

0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

1.5. Íàéòè êîíñòàíòó A òàêóþ, ÷òîáû ôóíêöèÿ
f(t1, t2) = At1t2 exp(−t21 − t22) ïðè t1, t2 ≥ 0, è ðàâíàÿ íó-
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ëþ äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà (t1, t2), ÿâëÿëàñü
äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè äâóìåðíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè F (0, 0), F (0,−1), F (3,−2).

1.6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t1, t2) äâóìåðíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (X1, X2) ðàâíà

1
2 t1t2 â òðåóãîëüíèêå {0 ≤ t1 ≤ 1,

0 ≤ t2 ≤ 4t1}, è íóëþ âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè äâóìåðíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè îäíîìåðíûå ôóíêöèè è ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè P{X2 > 2},P{X1 +X2 < 1}.

1.7. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y ) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè.
Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèè è ïëîò-
íîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íàéòè P{X < 0, Y < X}.

1.8*. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y, Z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
òî÷êè. Íàéòè ïëîòíîñòü òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèè
è ïëîòíîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1.9*. Ïóñòü (X1, X2, X3) � êîîðäèíàòû òî÷êè, áðîøåííîé
íàóäà÷ó â òåòðàýäð {t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0, t1 + t2 + t3 ≤ 2}.
Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (X1, X2).

�2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

2.1. Íàéòè òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(X + Y, X − Y ), (max(X, Y ), min(X, Y )). Íàéòè îäíîìåð-
íûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y , X − Y ,
max(X, Y ), min(X, Y ), XY , Y/X.

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

2.2. Íàéòè òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(X + Y, X − Y ), (max(X, Y ), min(X, Y )). Íàéòè îäíîìåð-
íûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y , X − Y ,
max(X, Y ), min(X, Y ), XY , Y/X.
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X\Y -2 1 2 3 5

0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

2.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, X3 íåçàâèñèìû, ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè òàáëèöû
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1+X2+X3, X1+X2−X3,
2X1 −X2 −X3, max{X1, X2, X3}, min{X1, X2, X3}.

2.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû, ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ -1, 0 è 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè òàáëèöû
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 +X2, X1 −X2, 2X1 −X2,
max{X1, X2}, X1X

2
2 .

2.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + 1, 2 − 3X, X3,

√
|X|,√

4 +X2.

2.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí eX , 1/X, X2, ln |X|.

2.7. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðîì α.

2.8. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå [0, 1].

2.9. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå.

2.10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èõ ðàçíîñòè ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.12. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X3
1X

3
2 ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

2.13*. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü
ðàïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X1 −X2)

−1.

2.14*. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò ïî-
êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ïëîòíîñòü ðà-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1/X2.

2.15. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è èìåþò
îäíî è òî æå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí max(X1, . . . , Xn) è min(X1, . . . , Xn).

�3. Ìîìåíòû, êîâàðèàöèÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-

öèè

3.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

3.2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y è 2X − 3Y − 2.

X\Y -2 1 2 3

0 0,2 0 0 0,2
1 0,1 0,2 0,2 0,1

3.3. Íàóäà÷ó âûáèðàþò öèôðó îò 0 äî 9. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé ¾öèôðà äåëèòñÿ áåç îñòàòêà
íà 3¿ è ¾öèôðà äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 5¿.

3.4. Èç 20 ñòóäåíòîâ 5 íàïèñàëè íà ¾îòëè÷íî¿ ïåðâóþ êîí-
òðîëüíóþ, 4 � âòîðóþ êîíòðîëüíóþ, è 3 � îáå êîíòðîëüíûå.
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Äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñòóäåíòà íàéòè êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé ¾ïåðâàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íà
îòëè÷íóþ îöåíêó¿ è ¾âòîðàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íà îòëè÷-
íóþ îöåíêó¿.

3.5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t1, t2) äâóìåðíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (X1, X2) ðàâíà

1
2 t1t2 â òðåóãîëüíèêå {0 ≤ t1 ≤ 1,

0 ≤ t2 ≤ 4t1}, è íóëþ âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè ìàòåìà-
òè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Íàéòè èõ êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3.6. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y ) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè êîîðäèíàò òî÷êè.
Íàéòè èõ êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò äèñïåðñèè σ2
X , σ2

Y

è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ. Íàéòè òàêóþ êîíñòàíòó c, ÷òîáû
X è Y − cX áûëè íåêîððåëèðîâàííûìè.

3.8*. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è X2, åñëè X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�4. Ìàòðèöà êîâàðèàöèé. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå

4.1. Íàéòè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ìàòðèöó êî-
âàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y,X + Y ):

X\Y -1 0 1

0 0,6 0 0
1 0 0 0,2
2 0 0,2 0

4.2. Íàéòè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ìàòðèöó
êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y,XY ). Íàéòè ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y è
XY −X − Y .

X\Y 0 2

0 0,1 0
1 0,7 0,2
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4.3. Çàïèñàòü ôîðìóëó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 4-ìåðíîãî
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñóììû åãî êîìïîíåíò.

4.4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñòàíäàðò-
íîãî íîðìàëüíîãî n-ìåðíîãî âåêòîðà èìåþò îäèí è òîò æå çíàê.

4.5.Ïóñòü (X,Y, Z)� òðåõìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàéòè
ïðèáëèæåííî P{X > 1, 96, Y < −2, 33, Z < 0}.

4.6. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàéòè
ïðèáëèæåííî P{X > −1, 96, Y < 2, 33}.

4.7. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 0 < X < Y .

4.8. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X < Y < X

√
3.

4.9. Ïóñòü(
Y1
Y2

)
=

(
−1
2

)
+

(
3 −4
1 −2

)(
X1

X2

)
,

âåêòîð (X1, X2) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàïèñàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (Y1, Y2).

Çàïèñàòü â âèäå äâóêðàòíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòü
P{Y1 > −2, Y1 + Y2 < 2}.

4.10*. Ïóñòü

Y1 = X1 +X2, Y2 = X1 − 2X2,

âåêòîð (X1, X2) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì
âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿ-
ìè êîìïîíåíò è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè êîìïîíåíò, ðàâíûì
1/2. Çàïèñàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (Y1, Y2). Çàïè-
ñàòü â âèäå äâóêðàòíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå
êîìïîíåíòû âåêòîðà (Y1, Y2) ïîëîæèòåëüíû.
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�5. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

5.1. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0, 1 è 2 ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè.

5.2. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.3. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.4. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.5. Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Âûðàçèòü EX è DX ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè.

5.6. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.7. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.8. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êâàäðàòà ñòàí-
äàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

5.9. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñóììû êâàäðàòîâ
n íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

5.10. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì âîññòàíîâèòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ: cos t, (1− 4it)−1, exp(2it− 2t2).

5.11*. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ÷åðåç âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó.

5.12*. Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè exp

(
−2t21 + t1t2 − 2t22

)
.

�6. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

6.1 Èãðîê â êàæäîé èãðå (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ
èãð) âûèãðûâàåò 80 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1, ïðîèãðûâàåò 20
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ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Íàéòè, ê êàêîé âåëè÷èíå ñõîäèòñÿ
ñðåäíèé âûèãðûø çà n èãð ïðè n → ∞.

6.2 Ïóñòü X1, X2, . . . � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî åñòü íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå îò 0 äî 1. Íàéòè ïðåäåëû ï. í. ñëåäóþùèõ âûðàæå-
íèé ïðè n → ∞:

a)
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; â)

1

n

(
1

1 +X1
+ . . .+

1

1 +Xn

)
;

á)

√
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; ã) arctg

(
2

n
(X1 + . . .+Xn)

)
.

6.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ê ÷åìó
ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X2
1 + . . .+X2

n

n
−

(
X1 + . . .+Xn

n

)2

?

6.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, a]. Äîêàçàòü, ÷òî Yn → a ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n → ∞ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Yn = max(X1, . . . , Xn) (óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü
òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ê êîíñòàíòå a ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò òî÷êè a).

6.5 Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 100 ïàðòèÿõ îäèíàêîâûõ
ïî ñèëå ïðîòèâíèêîâ îäèí èç íèõ âûèãðàåò áîëåå 70 ðàç? Íè÷üèõ
íåò.

6.6. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà âðåìÿ T îäíîãî êîíäåí-
ñàòîðà ðàâíà 0,05. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ
T èç 100 êîíäåíñàòîðîâ âûéäóò èç ñòðîÿ: à) íå ìåíåå 5 êîíäåí-
ñàòîðîâ; á) ìåíåå 13 êîíäåíñàòîðîâ.

6.7. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2, 4 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,4, 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3 è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1.
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Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ îí ñäàåò 100 ýêçàìåíîâ. Íàéòè ïðåäåëû, â
êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ëåæèò ñðåäíèé áàëë.

6.8. Óðîæàéíîñòü êóñòà êàðòîôåëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì:

Óðîæàé â êã 0 1 1,5 2 2,5

Âåðîÿòíîñòü 0,1 0,2 0,2 0,3 0,2

Íà ó÷àñòêå âûñàæåíî 900 êóñòîâ. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,95 áóäåò íàõîäèòüñÿ óðîæàé? Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
êóñòîâ íóæíî ïîñàäèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,975
óðîæàé áûë íå ìåíåå òîííû?

6.9*. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îá-
ùàÿ ñóììà î÷êîâ íå ïðåâûñèò 700. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ áîëåå 210 áðîñàíèé.

6.10*. Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, EX1 = 0, DX1 < ∞. Èçâåñòíî,
÷òî

P

(
X1 + . . .+Xn√

n
≥ 1

)
→ 1

3

ïðè n → ∞. Íàéòè DX1.

6.11. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâíà 0,515. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10
òûñ. íîâîðîæäåííûõ îêàæåòñÿ ìàëü÷èêîâ íå áîëüøå, ÷åì äåâî-
÷åê?

6.12. Äëÿ ëèöà, äîæèâøåãî äî äâàäöàòèëåòíåãî âîçðàñòà, âå-
ðîÿòíîñòü ñìåðòè íà 21-ì ãîäó æèçíè ðàâíà 0,006. Çàñòðàõîâàíà
ãðóïïà 10000 ëèö 20-ëåòíåãî âîçðàñòà, ïðè÷åì êàæäûé çàñòðà-
õîâàííûé âíåñ 1200 ðóáëåé ñòðàõîâûõ âçíîñîâ çà ãîä. Â ñëó÷àå
ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî ðîäñòâåííèêàì âûïëà÷èâàåòñÿ 100000
ðóáëåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) ê êîíöó ãîäà ñòðàõîâîå ó÷ðåæäåíèå îêàæåòñÿ â óáûòêå;

á) åãî äîõîä ïðåâûñèò 6000000 ðóáëåé?
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Êàêîé ìèíèìàëüíûé ñòðàõîâîé âçíîñ ñëåäóåò ó÷ðåäèòü, ÷òî-
áû â òåõ æå óñëîâèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 äîõîä áûë íå ìåíåå
4000000 ðóáëåé?

6.13. Ñóììèðóþòñÿ 100 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåêòîðîâ ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, ðàâíûìè åäèíèöå äèñïåðñèÿìè êîìïîíåíò è êîýôôèöèåí-
òîì êîððåëÿöèè êîìïîíåíò, ðàâíûì -1/2. Çàïèñàòü â âèäå äâîé-
íîãî èíòåãðàëà ïðèáëèæåííóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäàÿ èç
êîìïîíåíò ñóììû áóäåò ìåíüøå 30.

6.14. Íà ñâåòîôîðå çàãîðàåòñÿ êðàñíûé, æåëòûé èëè çåëå-
íûé ñâåò ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè ïðèáëèæåííî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïðè 90 íàáëþäåíèÿõ ñâåòîôîðà ñòóäåíò ìåíåå 20
ðàç çàñòàâàë çåëåíûé ñâåò. Çàïèñàòü â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëà
ïðèáëèæåííóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 90 íàáëþäåíèÿõ ñâå-
òîôîðà ñòóäåíò áîëåå 40 ðàç çàñòàâàë êðàñíûé ñâåò è áîëåå 30
ðàç æåëòûé.

�7. Âûáîðêà. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ

Âûáîðêà è âàðèàöèîííûé ðÿä

7.1. Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x⃗ =(0; 0; 1; 1; 0; 0; 0; 0;
0; 1):

à) ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ;

á) âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷-
íîé äèñïåðñèè.

7.2 Ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 0; 1 âû÷èñ-
ëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè,
âûáîðî÷íîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ, íåñìåùåííîé
âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, âûáîðî÷íûõ àñèììåòðèè è ýêñöåññà.

7.3. Èçìåðåí ðîñò (â ñì) ñòóäåíòîâ îäíîé ó÷åáíîé ãðóïïû.
Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äàëè âûáîðêó (171; 186; 164; 190; 158;
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181; 176; 180; 174; 157; 176; 169; 164; 186).
à) Ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû.
á) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷-

íîé äèñïåðñèè è âûáîðî÷íîãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ S. Íà
îäíîì ãðàôèêå ñ ãèñòîãðàììîé ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè
íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ïàðàìåòðàìè X, S2.

7.4. Ïóñòü X⃗ ⊂= Φa,σ2 . Âû÷èñëèòü EX, DX. Êàêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X?
7.5*. Ïàññàæèð ìàðøðóòíîãî òàêñè èçìåðèë 8 ðàç âðåìÿ

îæèäàíèÿ òàêñè è ïîëó÷èë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (â ìèíóòàõ):
8; 4; 5; 4; 2; 15; 1; 6. Ó íåãî åñòü äâå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî
ãðàôèêà äâèæåíèÿ òàêñè: ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ ñîáëþäàåòñÿ,
è âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[0; θ], ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ íå ñîáëþäàåòñÿ, è âðåìÿ îæèäàíèÿ
èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

à) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ θ è λ, èñïîëü-
çîâàâ îöåíêè θ̃2 = (n+ 1)X(n)/n è λ̃2 =

n−1
nX

.
á) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.

â) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû è
òåîðåòè÷åñêèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêà-
çàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.

ã) Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñäåëàòü âûâîä
î òîì, êàêàÿ èç ãèïîòåç âûãëÿäèò áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì.

7.6*. Äàíà âûáîðêà X⃗ ⊂= Πλ, λ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðà-
ìåòð. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàòèñòèêè

T1 = X, T2 =
1

n

n∑
i=1

I(Xi = k), T3 =
X1 +Xn

2

ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
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λ, λk

k! e
−λ è λ. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè?

7.7. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêè
ïàðàìåòðà p:

a) ïî ïåðâîìó ìîìåíòó;

á) ïî âòîðîìó ìîìåíòó;

â) ïî ïðîèçâîëüíîìó k-ìó ìîìåíòó.

Ìîæíî ëè îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-ëèáî èç ïîñòðîåííûõ
îöåíîê? Èññëåäîâàòü èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü.

7.8. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêè ìåòîäîì ìîìåíòîâ:

a) ïàðàìåòðà p ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó ìîìåíòó ïðè èçâåñò-
íîì m > 0;

á) ïàðàìåòðîâ p è m.

Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê.

7.9. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; θ]. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè
ñîñòîÿòåëüíûìè?

7.10. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðà-
ìåòðà θ > 0, åñëè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè èìååò ïëîòíîñòü:

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.

7.11. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; θ];
0, t ̸∈ [0; θ].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ, èññëåäî-
âàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

7.12. Ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà α > 0 ïî
âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ fα(t) =
αe−αt, t > 0. Áóäåò ëè îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?

7.13*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè äâå
ðàçëè÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî:
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P{X1 = 1} = p/2; P{X1 = 2} = p/2; P{X1 = 3} = 1− p.
Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëü-

íûìè?
7.14*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ > 0 ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1;

0, t < 1

ñóùåñòâóåò îöåíêà ïàðàìåòðà ïî ïåðâîìó ìîìåíòó? Ìîæíî ëè
ïîñòðîèòü ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ìåòîäîì ìîìåíòîâ â ñëó÷àå,
êîãäà îöåíêè ïî ïåðâîìó ìîìåíòó íå ñóùåñòâóåò?

7.15*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà
λ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

7.16. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü
îöåíêè:

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-

ÿòåëüíîñòü.
7.17*. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü ïàðàìåòð θ ðàâ-

íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå:
à) [−θ; θ], θ > 0; á) [θ; θ + 1].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-

ÿòåëüíîñòü.

�8. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

8.1. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêó
ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. (Óêàçàíèå:
ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òî÷êó t äëÿ ýëåìåíòîâ
âûáîðêè ðàâíà f(t, p) = pt(1 − p)1−t, ãäå t ìîæåò ïðèíèìàòü
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òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 1). Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü è
íåñìåùåííîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.

8.2. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà p ïðè èçâåñòíîìm > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
è íåñìåùåííîñòü îöåíêè.

8.3. Ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα ïî-
ñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà α > 0.
Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè.

8.4. Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî âû-
áîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1;

0, t < 1.

Äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.

8.5*. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî-
ñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0, åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè èìåþò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.

8.6*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; θ];
0, t ̸∈ [0; θ].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, èññëåäîâàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

8.7*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
P{X1 = 1} = p/2, P{X1 = 2} = p/2, P{X1 = 3} = 1− p.

Áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?

8.8. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ;
0, t < θ.
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Íàéòè îöåíêó äëÿ θ:
à) ìåòîäîì ìîìåíòîâ;

á) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè? Âû÷èñëèòü
ñìåùåíèÿ îöåíîê è ïîëó÷èòü èñïðàâëåííûå íåñìåùåííûå îöåí-
êè.

8.9*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà
λ > 0 ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

8.10. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ, ïîñòðîèòü îöåíêè:

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;

â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.

Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-
ÿòåëüíîñòü.

8.11*. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îöå-
íèòü ïàðàìåòð θ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå:

à) [−θ; θ], θ > 0;

á) [θ; θ + 1].

Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-
ÿòåëüíîñòü.

�9. Ñðàâíåíèå îöåíîê: ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïîä-

õîä

9.1. Èìååòñÿ âûáîðêà ÷åòíîãî îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîåíû
2 îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: ñðåäíåå ïî âñåé âûáîðêå
è ñðåäíåå ïî ïåðâîé ïîëîâèíå âûáîðêè. Ñðàâíèòü èõ â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.

9.2. Ïóñòü X⃗ � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì θ è êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé σ2

θ. Âûÿñ-
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íèòü, êàêîâû äîëæíû áûòü êîíñòàíòû C1, . . . , Cn, ÷òîáû îöåíêè
âèäà θ̃ = C1X1 + C2X2 + · · · + CnXn áûëè íåñìåùåííûìè. Ïî-
êàçàòü, ÷òî îöåíêà θ∗

1 = X ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîì â ýòîì êëàññå îöåíîê.

9.3. Äëÿ âûáîðîê èç ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé íàéòè îöåí-
êó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂, ïðîâåðèòü åå íåñìåùåí-
íîñòü è âû÷èñëèòü E(θ̂ − θ)2:

1) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p;

2) áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 2, p;

3) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1/θ, θ > 1

(íàïîìíèì, ÷òî Pθ{X = k} = 1
θ
(
1− 1

θ
)k−1

, k ≥ 1, EX1 = θ,
DX1 = θ(θ − 1));

4) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1/θ, θ > 0;

5) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, 1;

6) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0, σ2.

9.4. Äàíà âûáîðêà X⃗ ⊂= U[0,θ]; θ > 0 � íåèçâåñòíûé ïà-
ðàìåòð. Ñðàâíèòü, êàêàÿ èç îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà θ ëó÷øå â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå: θ∗

1 = 2X, θ̃ = n+1
n X(n).

9.5. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé èç çàäà÷è 9.3 ïðîâåðèòü óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè, âû÷èñëèòü èíôîðìàöèþ Ôèøåðà è èññëåäîâàòü
ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ â çàäà÷å 9.3 îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

9.6*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ;
0, t < θ.

Íàéòè îöåíêè äëÿ θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ è ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñðàâèòü íàéäåííûå îöåíêè â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì.

9.7*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêè ïàðàìåòðà
λ > 0 íà îñíîâàíèè âòîðîãî ìîìåíòà è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñðàâíèòü ýòè îöåíêè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì
ñìûñëå.
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�10. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè

10.1. Ïóñòü Yi = xi + θ + εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R.
Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàéòè
îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.2. Ïóñòü Yi = θxi+εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R. Âûÿñ-
íèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé xi âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå-
ìû Ãàóññà�Ìàðêîâà. Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Íàéòè îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.3. Êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà Y > 0 â êðîâè ïàöèåíòà îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå òåëà x > 0. Íàéòè îöåíêó êîýô-
ôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé:

1) Yi = θ/xi + εi;

2) lnYi = ln(θ/xi) + εi;

i = 1, . . . , n. Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ â êàæäîé ìîäåëè.
Íàéòè äèñïåðñèþ îöåíêè â ïåðâîé ìîäåëè è äèñïåðñèþ ëîãà-
ðèôìà îöåíêè âî âòîðîé ìîäåëè.

10.4. Äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Yi = a+bxi+εi, i = 1, . . . , n,
íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a, b ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíîê. Íàéòè îöåíêó äèñ-
ïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.5. Ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè x1 = 1, Y1 = 0,
x2 = 2, Y2 = 2, 5, x3 = 3, Y3 = 0, 5, íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èç çàäà÷è 11.4. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèþ êî-
ýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè.

10.6*. Äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Yi = a1 cosxi+b1 sinxi+εi,
i = 1, . . . , n, íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a1, b1 ïî ìåòîäó íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé xi = πi/2, n = 4. Íàéòè
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíîê.
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�11. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå

11.1. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X⃗ èìåþò ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ

f(t) =
1

π(1 + (t− θ)2)
, t ∈ R.

Çäåñü θ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, θ ∈ R. Ïîñòðîèòü òî÷íûé
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ ïî îäíîìó íàáëþäå-
íèþ (n = 1).

11.2. X⃗ ⊂= Bp, 0 < p < 1. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.

11.3. Äàíà âûáîðêà èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì p, 0 < p < 1. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.

11.4. Ïî âûáîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì
λ > 0 ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ïàðàìåòðà λ.

11.5*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
e−|t−a|/2, a ∈ R. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a.

11.6*. Ïóñòü X⃗ ⊂= U[0; θ], ãäå θ > 0. Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê

X è X2 ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
(ñîîòâåòñòâåííî (θ−

1 , θ+
1 ) è (θ−

2 , θ+
2 )) óðîâíÿ 1−ε è ïîêàçàòü, ÷òî

ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (θ−
2 , θ+

2 ) àñèìïòîòè÷åñêè êîðî÷å ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî (θ−

1 , θ+
1 ).

11.7. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìå-
þò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a
(òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è ñòàíäàðò-
íûì îòêëîíåíèåì 10 ìì. Ðåçóëüòàòû 4 èçìåðåíèé äàëè ñðåäíåå
çíà÷åíèå 512 ìì. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà
a óðîâíÿ 0,95; óðîâíÿ 0,998.

11.8. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìå-
þò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a
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(òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è ñòàíäàðò-
íûì îòêëîíåíèåì σ. Ðåçóëüòàòû 100 èçìåðåíèé ýòàëîííîé äëè-
íû 1 ì äàëè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå 1,01 ì è âûáîðî÷íûé âòîðîé
ìîìåíò 1,04 ì2. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñòàíäàðò-
íîãî îòêëîíåíèÿ óðîâíÿ 0,9; óðîâíÿ 0,99.

11.9. Ïî âûáîðêå îáúåìà 25 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîäñ÷èòàíû âûáîðî÷íîå ñðåäíåå 2,1 è âûáîðî÷íûé âòîðîé ìî-
ìåíò 4,42. Ïîñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû óðîâíÿ
0,95 äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

�12. Ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû è êðèòåðèè

12.1. Êðóïíàÿ ïàðòèÿ òîâàðîâ ìîæåò ñîäåðæàòü äîëþ äå-
ôåêòíûõ èçäåëèé. Ïîñòàâùèê ïîëàãàåò, ÷òî ýòà äîëÿ ñîñòàâëÿåò
3%, à ïîêóïàòåëü � 10%. Óñëîâèÿ ïîñòàâêè: åñëè ïðè ïðîâåðêå
20 ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòîáðàííûõ òîâàðîâ îáíàðóæåíî íå áîëåå
îäíîãî äåôåêòíîãî, òî ïàðòèÿ ïðèíèìàåòñÿ íà óñëîâèÿõ ïîñòàâ-
ùèêà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íà óñëîâèÿõ ïîêóïàòåëÿ. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü:
1) êàêîâû ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, îá-
ëàñòü åå çíà÷åíèé, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü;
2) êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, â ÷åì ñîñòî-
ÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà è êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè.

12.2. Èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà 1 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Φa,1. Ïðîâåðÿþòñÿ ïðîñòûå ãèïîòåçûH0 : a = 0, H1 : a = 1.
Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ïðè çàäàííîé ïîñòîÿííîé
c):

H0 ⇔ X1 ≤ c.

Âû÷èñëèòü, â çàâèñèìîñòè îò c, âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà.

12.3. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà,
ïîñòðîèòü êðèòåðèé òî÷íîãî óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H : θ = 1, åñëè:
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à) X⃗ ⊂= Φθ,1;

á) X⃗ ⊂= Φ1,θ.

12.4. Ïîñòðîèòü êðèòåðèé, îáëàäàþùèé íóëåâûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè îøèáîê, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : X⃗ ⊂= Φ0,1 ïðî-

òèâ H1 : X⃗ ⊂= Πλ.

12.5. Ïóñòü X⃗ ⊂= Φa,1. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : a =
0 ïðîòèâ H1 : a = 1 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé: H0

ïðèíèìàåòñÿ, åñëè X(n) < 3, è îòâåðãàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè îøèáîê.

12.6*. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà,
ïîñòðîèòü êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H : θ = 1 , åñëè à) X⃗ ⊂= Eθ; á) X⃗ ⊂= Bθ/2; â) X⃗ ⊂= Πθ.

12.7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà ïî ðåà-
ëèçàöèè âûáîðêè (1,1; 0,4; 0,2; 3,2), åñëè îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè � ðàâíîìåð-
íîå íà [0, 4].

12.8. Âû÷èñëèòü äîñòèãíóòûé óðîâíåíü çíà÷èìîñòè êðè-
òåðèÿ Êîëìîãîðîâà, åñëè îáúåì âûáîðêè ðàâåí 100, à
sup−∞<t<∞ |F ∗

n(t)− F0(t)| = 0, 2.

12.9. Ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû Áþôôîí ïîëó÷èë ν1 =
2048 âûïàäåíèé ãåðáà è ν2 = n− ν1 = 1992 âûïàäåíèé ðåøåò-
êè. Ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ìîíåòà ïðàâèëü-
íàÿ, ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1? Ñ êàêèì ïðåäåëüíûì óðîâíåì
çíà÷èìîñòè ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ýòà ãèïîòåçà?

12.10. Ïðè n = 4000 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèÿ
A1, A2, A3, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíóþ ãðóïïó, îñóùåñòâèëèñü ñî-
îòâåòñòâåííî 1905, 1015 è 1080 ðàç. Ïðîâåðèòü, ñîãëàñóþòñÿ
ëè ýòè äàííûå ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 ñ ãèïîòåçîé H0:
p1 = 1/2, p2 = p3 = 1/4, ãäå pj = P(Aj). Íàéòè äîñòèãíóòûé
óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

12.11. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñåëåêöèåé ãîðîõà Ìåíäåëü íà-
áëþäàë ÷àñòîòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñåìÿí, ïîëó÷åííûõ ïðè
ñêðåùèâàíèè ðàñòåíèé ñ êðóãëûìè æåëòûìè ñåìåíàìè è
ðàñòåíèé ñ ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè ñåìåíàìè. Ýòè äàííûå è
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çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé ïî òåîðèè íàñëåäñòâåí-
íîñòè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ñåìåíà ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü

Êðóãëûå è æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå è æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå è çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå è çåëåíûå 32 1/16

Σ n=556 1

Ñëåäóåò ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î ñîãëàñîâàíèè ÷àñòîòíûõ äàí-
íûõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè
0,1) è íàéòè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

12.12. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëà mi ó÷àñòêîâ ðàâíîé
ïëîùàäè 0,25 êì2 þæíîé ÷àñòè Ëîíäîíà, íà êàæäûé èç êî-
òîðûõ ïðèõîäèëîñü ïî i ïîïàäàíèé ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ âî
âðåìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Ïðîâåðèòü ñîãëàñèå îïûòíûõ
äàííûõ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ïðèíÿâ çà óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α = 0, 05:

i 0 1 2 3 4 5 è áîëåå Èòîãî

mi 229 211 93 35 7 1 Σmi = 576

�13. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè äëÿ íåñêîëüêèõ âû-

áîðîê

13.1. Ïóñòü X⃗, Y⃗ � íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìà 2 èç íåïðå-
ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû d2,2(X⃗, Y⃗ ).

13.2. Ïî ñëåäóþùèì ðåàëèçàöèÿì âûáîðîê âû÷èñëèòü ðåà-
ëèçàöèþ ñòàòèñòèêè dn,m Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà:

X⃗ = (1,2, 0,4, -0,2, 0,9), Y⃗ = (0,2, -0,5, 1, -0,9, 0,3, 0,5).
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13.3. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ
40 è 50 âû÷èñëåíî çíà÷åíèå supt∈R |F ∗

1,n(t)−F ∗
2,m(t)| = 0, 1. Íàé-

òè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè.
Ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå
0,05.

13.4. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ
20 è 30 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñòà-
òèñòèê S2

x = 15 è S2
y = 10. Íàéòè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïðîòèâ äâóñòîðîí-
íåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ
àëüòåðíàòèâ.

13.5. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðàâåíñòâî äèñïåðñèé, è èçâåñòíû çíà÷åíèÿX = 2, Y = 12. Íàéòè
ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû,
à òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.

13.6. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X4, Y4) � âûáîðêà îáúåìà 4 èç äâó-
ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷å-
íèÿõ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ãèïîòåçà î íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå 0,1 ïðè äâóñòîðîííåé
àëüòåðíàòèâå. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåí-
òà êîððåëÿöèè ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè (1, 2), (2, 3),
(-1, 0), (0, 0).

13.7*. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X100, Y100) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè
îáúåìà 100 èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíà÷å-
íèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r̂n ðàâíî �0,25. Íàé-
òè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå
ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
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Òàáëèöà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t) = 1√
2π ·

t∫
−∞

e−
u2

2 du è ôóíêöèè

Φ(t) = Φ(−t) = 1− Φ(t).

t Φ(−t) Φ(t)

4,75 0,000001 0,999999
4,26 0,00001 0,99999
3,72 0,0001 0,9999
3,09 0,001 0,999
2,58 0,005 0,995
2,33 0,01 0,99
2,05 0,02 0,98
1,96 0,025 0,975
1,88 0,03 0,97
1,75 0,04 0,96
1,64 0,05 0,95
1,28 0,1 0,9
0,84 0,2 0,8
0,52 0,3 0,7
0,25 0,4 0,6
0,00 0,5 0,5

Äëÿ |t| > 4, 75 ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ

Φ(t) ∼ e−t2/2

t
√
2π .
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