
Ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
(ÔÔ, 6-é ñåìåñòð)

�1. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì X⃗ = (X1, . . . , Xn) íà-
çûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ Ω â n-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòàíñòâî Rn, ÷òî äëÿ
êàæäîãî t⃗ = (t1, . . . , tn) ∈ Rn ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : X⃗(ω) < t⃗}
ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, òî åñòü îïðåäåëåíà åãî âåðîÿòíîñòü. Ìíîãî-
ìåðíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X⃗ íàçûâà-
åòñÿ ýòà âåðîÿòíîñòü êàê ôóíêöèÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé t⃗:

FX⃗( t⃗ ) = P{ω ∈ Ω : X⃗(ω) < t⃗ } = P{ X⃗ < t⃗ }.

Íåðàâåíñòâî X⃗ < t⃗ ïîíèìàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî, òî åñòü îçíà-
÷àåò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ X1 < t1, . . . , Xn < tn.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì îáû÷íûå îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äèñêðåòíûì íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð X⃗, ïðèíèìàþ-
ùèé êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé t⃗1, t⃗2, . . .. Åãî ðàñïðå-
äåëåíèå çàäàåòñÿ òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà,
ò.å. íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé P{X⃗ = t⃗j}. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ïðè
n = 2) òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
X⃗ = (X,Y ) óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

X\Y b1 b2 . . .

a1 p11 p12 . . .
a2 p21 p22 . . .
. . . . . . . . . . . .

Çäåñü pij = P{X = ai, Y = bj}.
Ñâîéñòâà òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî

âåêòîðà:

1) âñå ai ðàçëè÷íû;

2) âñå bj ðàçëè÷íû;

3) âñå pij íåîòðèöàòåëüíû;

1



4) ñóììà âñåõ pij ðàâíà 1.

Òàáëèöà îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
ïîëó÷àþòñÿ èç òàáëèöû äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôîðìóëå
P{X = ai} =

∑
j pij .

Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð X⃗ èìååò ìíîãîìåðíîå àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãîìåð-

íàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé fX⃗( t⃗ ) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ B ⊆ Rn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P{X⃗ ∈ B} =

∫
B

fX⃗( t⃗ )dt⃗

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå dt⃗ = dt1 . . . dtn).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X⃗ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, òî äëÿ ëþáîãî t⃗ ∈ Rn âûïîëíåíî

FX⃗( t⃗ ) =

∫
u⃗≤t⃗

fX⃗(u⃗)du⃗.

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: fX⃗( t⃗ ) ≥ 0;∫
Rn

fX⃗( t⃗ )dt⃗ = 1.

Îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíî-
ãî âåêòîðà âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ìíîãîìåðíîé ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì âñåõ îñòàëüíûõ êîìïî-
íåíò.

1.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü p è îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè P{X = 0, Y > 1},
F(X,Y )(2, 2):

X\Y 1 2 3

0 0,1 p 0
1 0 0 0,02
2 0,03 0 0
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1.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
P{X = −1} = 0, 3. Íàéòè òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y è âåðîÿòíîñòü P{X > 1, Y < 1}:

X\Y 0 0,5 2

-1 0,1 p 0,05
3 0,3 0,4 q

1.3. Íàéòè îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y . Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè óñëîâèè
Y = −1; ïðè óñëîâèè Y = 2. Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Y
ïðè óñëîâèè X = −2; ïðè óñëîâèè X = 1.

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

1.4. Íàéòè îäíîìåðíûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X è Y . Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X ïðè óñëîâèè
Y = 1; ïðè óñëîâèè Y > 1. Íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Y ïðè
óñëîâèè X = 0.

X\Y -2 1 2 3 5

0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

1.5. Íàéòè êîíñòàíòó A òàêóþ, ÷òîáû ôóíêöèÿ
f(t1, t2) = At1t2 exp(−t21 − t22) ïðè t1, t2 ≥ 0, è ðàâíàÿ íó-
ëþ äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà (t1, t2), ÿâëÿëàñü
äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè äâóìåðíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè F (0, 0), F (0,−1), F (3,−2).

1.6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t1, t2) äâóìåðíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (X1, X2) ðàâíà

1
2 t1t2 â òðåóãîëüíèêå {0 ≤ t1 ≤ 1,

0 ≤ t2 ≤ 4t1}, è íóëþ âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè äâóìåðíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè îäíîìåðíûå ôóíêöèè è ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè P{X2 > 2},P{X1 +X2 < 1}.

1.7. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y ) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè.
Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèè è ïëîò-
íîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íàéòè P{X < 0, Y < X}.
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1.8*. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y, Z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
òî÷êè. Íàéòè ïëîòíîñòü òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèè
è ïëîòíîñòè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1.9*. Ïóñòü (X1, X2, X3) � êîîðäèíàòû òî÷êè, áðîøåííîé
íàóäà÷ó â òåòðàýäð {t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0, t1 + t2 + t3 ≤ 2}.
Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (X1, X2).

�2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Ïóñòü g � ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, è Y = g(X⃗). Òîãäà
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X⃗ èëè ôóíêöèåé îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X⃗.

Åñëè X⃗ èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ñíà÷àëà íàõîäÿò
âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , à
ïîòîì âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
ýòè çíà÷åíèÿ.

Â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò
ôîðìóëà

Fg(X⃗)(t) =

∫
g(u⃗)<t

fX⃗(u⃗)du⃗.

Êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé B1, . . . , Bn âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî

P{X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn} = P{X1 ∈ B1} · . . . ·P{Xn ∈ Bn}.

Ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè êîìïîíåíò.

Ïðèìåð. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ÷àñòíîãî ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü Z = X1/X2. Òîãäà

FZ(u) = P{X1/X2 < u}
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=

∫ ∞

0
P{X1 < uv, X2 ∈ dv}+

∫ 0

−∞
P{X1 > uv, X2 ∈ dv}

=

∫ ∞

0
FX1(uv)fX2(v)dv +

∫ 0

−∞
(1− FX1(uv))fX2(v)dv.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî u, ïîëó÷àåì

fZ(u) =

∫ ∞

0
vfX1(uv)fX2(v)dv −

∫ 0

−∞
vfX1(uv)fX2(v)dv

=

∫ ∞

−∞
|v|fX1(uv)fX2(v)dv.

2.1. Íàéòè òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(X + Y, X − Y ), (max(X, Y ), min(X, Y )). Íàéòè îäíîìåð-
íûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y , X − Y ,
max(X, Y ), min(X, Y ), XY , Y/X.

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

2.2. Íàéòè òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
(X + Y, X − Y ), (max(X, Y ), min(X, Y )). Íàéòè îäíîìåð-
íûå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y , X − Y ,
max(X, Y ), min(X, Y ), XY , Y/X.

X\Y -2 1 2 3 5

0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

2.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, X3 íåçàâèñèìû, ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ 0 è 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè òàáëèöû
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1+X2+X3, X1+X2−X3,
2X1 −X2 −X3, max{X1, X2, X3}, min{X1, X2, X3}.

2.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû, ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ -1, 0 è 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè òàáëèöû
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 +X2, X1 −X2, 2X1 −X2,
max{X1, X2}, X1X

2
2 .
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2.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + 1, 2 − 3X, X3,

√
|X|,√

4 +X2.

2.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí eX , 1/X, X2, ln |X|.

2.7. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðîì α.

2.8. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå [0, 1].

2.9. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå.

2.10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èõ ðàçíîñòè ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.12. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàçèòü ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X3

1X
3
2 ÷åðåç èõ ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

2.13*. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü
ðàïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X1 −X2)

−1.

2.14*. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2 íåçàâèñèìû è èìåþò ïî-
êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ïëîòíîñòü ðà-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1/X2.

2.15. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è èìåþò
îäíî è òî æå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-
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ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí max(X1, . . . , Xn) è min(X1, . . . , Xn).

�3. Ìîìåíòû, êîâàðèàöèÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-

öèè

Åñëè äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ t⃗1,
t⃗2, . . ., òî åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � ýòî âåêòîð

EX⃗ =
∑
j

t⃗jP{X⃗ = t⃗j}.

Åñëè ðÿä ∑
j

|⃗tj |P{X⃗ = t⃗j}

ðàñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùå-
ñòâóåò. Çäåñü ÷åðåç | · | îáîçíà÷åíà åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà.

Åñëè g⃗ : Rn → Rm � âåêòîð-ôóíêöèÿ, m ≥ 1, òî

Eg⃗(X⃗) =
∑
j

g⃗(⃗tj)P{X⃗ = t⃗j}.

Â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

EX⃗ =

∫
Rn

t⃗fX⃗( t⃗ )dt⃗.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâóåò, åñëè∫
Rn

| t⃗ |fX⃗( t⃗ )dt⃗

ðàñõîäèòñÿ.
Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Eg⃗(X⃗) =

∫
Rn

g⃗( t⃗ )fX⃗( t⃗ )dt⃗.
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Åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà g⃗ çàïèñàòü â âèäå ìàòðèöû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôîðìóëû äàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-
íîé ìàòðèöû.

Ìàòðèöåé êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîð-ñòîëáöà X⃗ íàçûâà-
åòñÿ ìàòðèöà

C(X⃗) = E(X⃗ −EX⃗)(X⃗ −EX⃗)T .

Ìàòðèöà C(X⃗) ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � äèñïåðñèè êîìïîíåíò ñëó÷àéíî-
ãî âåêòîðà, à âíåäèàãîíàëüíûå � êîâàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïàð êîìïîíåíò.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì (ñòàíäàðòíûì) îòêëîíåíèåì êîìïî-
íåíòû íàçûâàåòñÿ êîðåíü èç åå äèñïåðñèè. Êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè äâóõ êîìïîíåíò � ýòî èõ êîâàðèàöèÿ, äåëåííàÿ íà ïðî-
èçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé.

3.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y .

X\Y -1 0 2

-2 0 0,5 0,1
1 0,1 0 0
3 0,3 0 0

3.2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y è 2X − 3Y − 2.

X\Y -2 1 2 3

0 0,2 0 0 0,2
1 0,1 0,2 0,2 0,1

3.3. Íàóäà÷ó âûáèðàþò öèôðó îò 0 äî 9. Íàéòè êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé ¾öèôðà äåëèòñÿ áåç îñòàòêà
íà 3¿ è ¾öèôðà äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà 5¿.

3.4. Èç 20 ñòóäåíòîâ 5 íàïèñàëè íà ¾îòëè÷íî¿ ïåðâóþ êîí-
òðîëüíóþ, 4 � âòîðóþ êîíòðîëüíóþ, è 3 � îáå êîíòðîëüíûå.
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Äëÿ âûáðàííîãî íàóäà÷ó ñòóäåíòà íàéòè êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé ¾ïåðâàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íà
îòëè÷íóþ îöåíêó¿ è ¾âòîðàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íà îòëè÷-
íóþ îöåíêó¿.

3.5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(t1, t2) äâóìåðíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (X1, X2) ðàâíà

1
2 t1t2 â òðåóãîëüíèêå {0 ≤ t1 ≤ 1,

0 ≤ t2 ≤ 4t1}, è íóëþ âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéòè ìàòåìà-
òè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Íàéòè èõ êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3.6. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (X, Y ) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè êîîðäèíàò òî÷êè.
Íàéòè èõ êîâàðèàöèþ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò äèñïåðñèè σ2
X , σ2

Y

è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ. Íàéòè òàêóþ êîíñòàíòó c, ÷òîáû
X è Y − cX áûëè íåêîððåëèðîâàííûìè.

3.8*. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è X2, åñëè X èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�4. Ìàòðèöà êîâàðèàöèé. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð X⃗ èìååò ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åñòü åãî ìíîãîìåðíàÿ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

fX⃗ (⃗t) =
1

(2π)n/2
exp

(
−1

2
t⃗ T t⃗

)
,

ãäå t⃗ = (t1, . . . , tn)
T , è t⃗ T t⃗ = t21 + . . .+ t2n.

Ïóñòü âåêòîð-ñòîëáåö Y⃗ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð-ñòîëáåö X⃗
ëèíåéíûì îáðàçîì:

Y⃗ = a⃗+BX⃗,

ãäå a⃗� íåñëó÷àéíûé âåêòîð-ñòîëáåö, B � íåíóëåâàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Y⃗ èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå.
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Íîðìàëüíûé âåêòîð Y⃗ èìååò âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ EY⃗ = a⃗ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó C = C(Y⃗ ) = BBT .
Ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî âåêòîðà Y⃗ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Ìàò-
ðèöà B îïðåäåëÿåòñÿ ïî äàííîìó ìíîãîìåðíîìó íîðìàëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñ òî÷íîñòüþ äî îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû.

Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì, åñëè ìàòðèöà B íåâûðîæäåíà, òî åñòü detB ̸= 0,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, detC ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
ìíîãîìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fY⃗ ( t⃗ ) =
1

(2π)n/2(detC)1/2
exp

(
−1

2
t⃗ TC−1t⃗

)
.

4.1. Íàéòè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ìàòðèöó êî-
âàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y,X + Y ):

X\Y -1 0 1

0 0,6 0 0
1 0 0 0,2
2 0 0,2 0

4.2. Íàéòè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ìàòðèöó
êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y,XY ). Íàéòè ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X + Y è
XY −X − Y .

X\Y 0 2

0 0,1 0
1 0,7 0,2

4.3. Çàïèñàòü ôîðìóëó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 4-ìåðíîãî
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñóììû åãî êîìïîíåíò.

4.4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñòàíäàðò-
íîãî íîðìàëüíîãî n-ìåðíîãî âåêòîðà èìåþò îäèí è òîò æå çíàê.

4.5.Ïóñòü (X,Y, Z)� òðåõìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàéòè
ïðèáëèæåííî P{X > 1, 96, Y < −2, 33, Z < 0}.
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4.6. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàéòè
ïðèáëèæåííî P{X > −1, 96, Y < 2, 33}.

4.7. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 0 < X < Y .

4.8. Ïóñòü (X,Y ) � äâóìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé
âåêòîð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X < Y < X

√
3.

4.9. Ïóñòü(
Y1
Y2

)
=

(
−1
2

)
+

(
3 −4
1 −2

)(
X1

X2

)
,

âåêòîð (X1, X2) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Çàïèñàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (Y1, Y2).
Çàïèñàòü â âèäå äâóêðàòíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòü

P{Y1 > −2, Y1 + Y2 < 2}.
4.10*. Ïóñòü

Y1 = X1 +X2, Y2 = X1 − 2X2,

âåêòîð (X1, X2) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì
âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿ-
ìè êîìïîíåíò è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè êîìïîíåíò, ðàâíûì
1/2. Çàïèñàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (Y1, Y2). Çàïè-
ñàòü â âèäå äâóêðàòíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå
êîìïîíåíòû âåêòîðà (Y1, Y2) ïîëîæèòåëüíû.

�5. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðè-
öàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ, òî åå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
EzX =

∑∞
k=0 pkz

k, ãäå pk = P{X = k}.
Çäåñü z ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, è ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå � ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ÷üè äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíè-
ìàÿ ÷àñòè � ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíè-
ìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé öåëî-
÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ z, òàê êàê ðàçëîæåíèå
â ðÿä Òåéëîðà åäèíñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëåíèå ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè EzX ïîòðåáîâàëî áû âûáîðà ãëàâíîé âåòâè
ôóíêöèè zX(ω) íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ω. Íî â ðàñ-
ñìîòðåíèè âñåõ êîìïëåêñíûõ z íåò íåîáõîäèìîñòè. Äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òî÷êè åäèíè÷íîãî êðóãà z = eit, ãäå t ïðèíèìà-
åò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, íàçûâàåìîå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

φX(t) = EeitX .

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

φX(t) =
∑
k

eitakP{X = ak}.

Â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

φX(t) =

∫ ∞

−∞
eitufX(u)du.

Èç òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè, ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé φXn(t) â êàæ-
äîé òî÷êå t ∈ R ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè φX(t) ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå
X. Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xn ñõîäèòñÿ
ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ-
÷åíèåì òî÷åê ðàçðûâà ýòîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
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Åñëè φX(t) = eita, òî X èìååò âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå
â òî÷êå a, è ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P{|Xn − a| ≥ ε} → 0

ïðè n → ∞.
Åñëè φX(t) = exp(−t2/2), òî X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, è ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò,
÷òî â ëþáîé òî÷êå u ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ FXn(u) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè Ëàïëàñà

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
exp(−v2/2)dv.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X⃗ � ýòî
ôóíêöèÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé t⃗:

φX⃗ (⃗t) = Eei⃗t
T X⃗ = E exp(i(t1X1 + . . .+ tnXn)).

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ òàê-
æå èìååò ìåñòî òåîðåìà î íåïðåðûâíîì ñîîòâåòñòâèè.

5.1. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0, 1 è 2 ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè.

5.2. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.3. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.4. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèè
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.5. Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Âûðàçèòü EX è DX ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîäÿ-
ùåé ôóíêöèè.

5.6. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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5.7. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ.

5.8. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êâàäðàòà ñòàí-
äàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

5.9. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñóììû êâàäðàòîâ
n íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

5.10. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì âîññòàíîâèòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ: cos t, (1− 4it)−1, exp(2it− 2t2).

5.11*. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà ÷åðåç âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó.

5.12*. Íàéòè ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè exp

(
−2t21 + t1t2 − 2t22

)
.

�6. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{Yn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå Y , åñëè

P{ω : Yn(ω) → Y (ω)} = P{Yn → Y } = 1.

Îáîçíà÷åíèå: Yn
1→ Y .

Òåîðåìà (óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ÓÇÁ×). Ïóñòü

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêî-

âî ðàñïðåäåëåíû, ïðè÷åì E|X1| < ∞. Îáîçíà÷èì a = EX1,

Sn =
∑n

i=1Xi. Òîãäà ïðè n → ∞

Sn

n

1→ a.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ÖÏÒ). Ïóñòü

X1, X2 . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EX2
1 < ∞. Îáîçíà÷èì Sn =
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X1 + . . . + Xn, a = EX1, σ2 = DX1, è ïóñòü σ2 > 0. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî y

P

{
Sn − na

σ
√
n

< y

}
= FSn−na

σ
√
n

(y) → Φ0,1(y) =
1

√
2π

y∫
−∞

e−t2/2 dt

ïðè n → ∞.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ. Ïóñòü X⃗1, X⃗2 . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñ âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ a⃗ è íåíóëåâîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé C. Îáîçíà-
÷èì S⃗n = X⃗1 + . . .+ X⃗n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y⃗

P

{
S⃗n − na⃗√

n
< y⃗

}
→ P{Z⃗ < y⃗}

ïðè n → ∞, ãäå Z⃗ � íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé C.

Ïðèìåð 6.1. Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè
n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yn = cos
X1 + . . .+Xn

n
,

åñëè X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäå-
ëåííûå ðàâíîìåðíî íà [0; π]?

Ðåøåíèå. Â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë

X1 + . . .+Xn

n

1→ EX1 =
π
2
.

Ôóíêöèÿ cos t íåïðåðûâíà, ïîýòîìó

Yn = cos
X1 + . . .+Xn

n

1→ cos(π/2) = 0.
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Ïðèìåð 6.2. 1000 ðàç áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Íàéòè
ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 áóäåò ëåæàòü ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ñóììó âûïàâøèõ î÷êîâ. Sn

åñòü ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü: a = EX1 = 3, 5; EX2

1 = 91/6;
σ2 = DX1 = 35/12. Â ñèëó ÖÏÒ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(Sn − 3500) /

√
1000 · 35/12 èìååò ïî÷òè ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå (÷èñëî n âåëèêî!), ïîýòîìó

P

{
−1, 96 <

Sn − 3500√
1000 · 35/12

< 1, 96

}
≈

1
√
2π

1,96∫
−1,96

e−t2/2 dt = 0, 95.

Ïîñëåäíåå ìû çàðàíåå íàõîäèì èç òàáëèö. Òàêèì îáðàçîì,

P
{
|Sn − 3500)| < 1, 96

√
1000 · 35/12

}
≈ 0, 95,

1, 96
√

1000 · 35/12 ≈ 106.

Èòàê, ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 0,95, ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ
ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 3394 äî 3606.

6.1 Èãðîê â êàæäîé èãðå (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ
èãð) âûèãðûâàåò 80 ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1, ïðîèãðûâàåò 20
ðóáëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Íàéòè, ê êàêîé âåëè÷èíå ñõîäèòñÿ
ñðåäíèé âûèãðûø çà n èãð ïðè n → ∞.

6.2 Ïóñòü X1, X2, . . . � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, òî åñòü íåçàâèñè-
ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà îòðåçêå îò 0 äî 1. Íàéòè ïðåäåëû ï. í. ñëåäóþùèõ âûðàæå-
íèé ïðè n → ∞:

a)
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; â)

1

n

(
1

1 +X1
+ . . .+

1

1 +Xn

)
;
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á)

√
X1

2 + . . .+Xn
2

n
; ã) arctg

(
2

n
(X1 + . . .+Xn)

)
.

6.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Ê ÷åìó
ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X2
1 + . . .+X2

n

n
−

(
X1 + . . .+Xn

n

)2

?

6.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, a]. Äîêàçàòü, ÷òî Yn → a ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n → ∞ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Yn = max(X1, . . . , Xn) (óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü
òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ê êîíñòàíòå a ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò òî÷êè a).

6.5 Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 100 ïàðòèÿõ îäèíàêîâûõ
ïî ñèëå ïðîòèâíèêîâ îäèí èç íèõ âûèãðàåò áîëåå 70 ðàç? Íè÷üèõ
íåò.

6.6. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà âðåìÿ T îäíîãî êîíäåí-
ñàòîðà ðàâíà 0,05. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ
T èç 100 êîíäåíñàòîðîâ âûéäóò èç ñòðîÿ: à) íå ìåíåå 5 êîíäåí-
ñàòîðîâ; á) ìåíåå 13 êîíäåíñàòîðîâ.

6.7. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2, 4 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,4, 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3 è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1.
Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ îí ñäàåò 100 ýêçàìåíîâ. Íàéòè ïðåäåëû, â
êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ëåæèò ñðåäíèé áàëë.

6.8. Óðîæàéíîñòü êóñòà êàðòîôåëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì:

Óðîæàé â êã 0 1 1,5 2 2,5

Âåðîÿòíîñòü 0,1 0,2 0,2 0,3 0,2

Íà ó÷àñòêå âûñàæåíî 900 êóñòîâ. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,95 áóäåò íàõîäèòüñÿ óðîæàé? Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
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êóñòîâ íóæíî ïîñàäèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,975
óðîæàé áûë íå ìåíåå òîííû?

6.9*. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îá-
ùàÿ ñóììà î÷êîâ íå ïðåâûñèò 700. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ áîëåå 210 áðîñàíèé.

6.10*. Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, EX1 = 0, DX1 < ∞. Èçâåñòíî,
÷òî

P

(
X1 + . . .+Xn√

n
≥ 1

)
→ 1

3

ïðè n → ∞. Íàéòè DX1.
6.11. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèáëè-

çèòåëüíî ðàâíà 0,515. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10
òûñ. íîâîðîæäåííûõ îêàæåòñÿ ìàëü÷èêîâ íå áîëüøå, ÷åì äåâî-
÷åê?

6.12. Äëÿ ëèöà, äîæèâøåãî äî äâàäöàòèëåòíåãî âîçðàñòà, âå-
ðîÿòíîñòü ñìåðòè íà 21-ì ãîäó æèçíè ðàâíà 0,006. Çàñòðàõîâàíà
ãðóïïà 10000 ëèö 20-ëåòíåãî âîçðàñòà, ïðè÷åì êàæäûé çàñòðà-
õîâàííûé âíåñ 1200 ðóáëåé ñòðàõîâûõ âçíîñîâ çà ãîä. Â ñëó÷àå
ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî ðîäñòâåííèêàì âûïëà÷èâàåòñÿ 100000
ðóáëåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) ê êîíöó ãîäà ñòðàõîâîå ó÷ðåæäåíèå îêàæåòñÿ â óáûòêå;
á) åãî äîõîä ïðåâûñèò 6000000 ðóáëåé?
Êàêîé ìèíèìàëüíûé ñòðàõîâîé âçíîñ ñëåäóåò ó÷ðåäèòü, ÷òî-

áû â òåõ æå óñëîâèÿõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 äîõîä áûë íå ìåíåå
4000000 ðóáëåé?

6.13. Ñóììèðóþòñÿ 100 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåêòîðîâ ñ íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, ðàâíûìè åäèíèöå äèñïåðñèÿìè êîìïîíåíò è êîýôôèöèåí-
òîì êîððåëÿöèè êîìïîíåíò, ðàâíûì -1/2. Çàïèñàòü â âèäå äâîé-
íîãî èíòåãðàëà ïðèáëèæåííóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäàÿ èç
êîìïîíåíò ñóììû áóäåò ìåíüøå 30.

6.14. Íà ñâåòîôîðå çàãîðàåòñÿ êðàñíûé, æåëòûé èëè çåëå-
íûé ñâåò ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Íàéòè ïðèáëèæåííî âåðîÿò-
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íîñòü òîãî, ÷òî ïðè 90 íàáëþäåíèÿõ ñâåòîôîðà ñòóäåíò ìåíåå 20
ðàç çàñòàâàë çåëåíûé ñâåò. Çàïèñàòü â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëà
ïðèáëèæåííóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 90 íàáëþäåíèÿõ ñâå-
òîôîðà ñòóäåíò áîëåå 40 ðàç çàñòàâàë êðàñíûé ñâåò è áîëåå 30
ðàç æåëòûé.

�7. Âûáîðêà. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ

Âûáîðêà è âàðèàöèîííûé ðÿä

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêå ÿâëÿåòñÿ âûáîðêà X⃗ = (X1, X2, ..., Xn), òî åñòü íàáîð çíà-
÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå n íåçà-
âèñèìûõ âîñïðîèçâåäåíèé ýêñïåðèìåíòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûáîðêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî �
ýëåìåíòû âûáîðêè X1, X2, ..., Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, èìåþùèå îáùåå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F (t). Áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî èìååòñÿ ñëó÷àé-
íàÿ âûáîðêà X⃗ èç ðàñïðåäåëåíèÿ F , è îáîçíà÷àòü ñîêðàùåííî:
X⃗ ⊂= F . ×èñëî n íàçûâàåòñÿ îáúåìîì âûáîðêè. Êîíêðåòíûé
íàáîð ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ..., Xn, ïî-
ëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, áóäåì íàçûâàòü ðåàëèçà-
öèåé âûáîðêè è îáîçíà÷àòü x⃗ = (x1, x2, ..., xn).

Åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè X1, . . . , Xn óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñ-
òàíèþ, òî ïîëó÷èòñÿ íîâûé íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàçûâà-
åìûé âàðèàöèîííûì ðÿäîì:

X(1) ≤ X(2) ≤ . . . ≤ X(n−1) ≤ X(n).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X(k), k = 1, . . . , n íàçûâàåòñÿ k-ì ÷ëåíîì

âàðèàöèîííîãî ðÿäà, èëè k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé. Â
÷àñòíîñòè, X(1) = min{X1, . . . , Xn}, X(n) = max{X1, . . . , Xn}.
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Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ãèñòîãðàììà

Ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t) íàçû-

âàåòñÿ ÷àñòîòà ýëåìåíòîâ âûáðîðêè, ìåíüøèõ çàäàííîãî t. Ýì-
ïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáîðêå
X⃗ = (X1, X2, ..., Xn), ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî ýòîé âûáîðêå ñ
ïîìîùüþ ëþáîé èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

F ∗
n(t) =

{êîëè÷åñòâî Xi : Xi < t}
n

=
1

n

n∑
i=1

I(Xi < t),

ãäå ôóíêöèÿ

I(Xi < t) =

{
1, åñëè Xi < t;
0 èíà÷å;

� èíäèêàòîð ñîáûòèÿ {Xi < t}.
Çàìåòèì, ÷òî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêå X⃗, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû âûáîðêè
X1, X2, . . . , Xn, ÿâëÿþùèåñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Â òî æå
âðåìÿ ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) âûáîðêè X⃗ ïî-
ðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ (ïî òîé æå ôîðìóëå), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé
(à íå ñëó÷àéíîé) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗
n(t) ÿâëÿåòñÿ âûáî-

ðî÷íûì àíàëîãîì íåèçâåñòíîé òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (t), åå íàçûâàþò òàêæå îöåíêîé äëÿ F (t). Âûáîðî÷-
íûì àíàëîãîì äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(t)
ÿâëÿåòñÿ ãèñòîãðàììà, èëè ýìïèðè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî âûáîðêå X⃗ = (X1, X2, ..., Xn)
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü h > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ðàçîáüåì îáëàñòü çíà÷å-
íèé èçó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (íàïðèìåð, âñþ ÷èñëîâóþ
îñü) íà ïðîìåæóòêè ∆k = [zk−1, zk) äëèíû h è ïîñòðîèì ñòó-
ïåí÷àòóþ ôóíêöèþ f∗

n(t), êîòîðàÿ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå ∆k
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ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, âû÷èñëÿåìîå ïî ëþáîé èç ôîð-
ìóë:

f∗
n(t) =

νk

nh
=

1

nh

n∑
i=1

I(Xi ∈ ∆k), t ∈ ∆k, (1)

ãäå νk � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â ïðîìåæóòîê ∆k.
Èíîãäà øàã ãèñòîãðàììû h âûáèðàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàþò ÷èñëî èíòåðâàëîâ K ïî ôîðìóëå Ñòå-

äæåñà

K = [log2 n] + 1. (2)

Çäåñü n � îáúåì âûáîðêè, [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a. Ïîòîì
äëèíà èíòåðâàëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

h =
X(n) −X(1)

K
.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû ïîñëåäíèé ïðîìåæóòîê âûáèðà-
åòñÿ çàìêíóòûì: ∆K = [zK−1; zK ]. Âåëè÷èíó X(n) − X(1) =
max{Xi} −min{Xi} íàçûâàþò ðàçìàõîì âûáîðêè.

Âûáîðî÷íûå ìîìåíòû

Ïî âûáîðêå X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) ìîæíî ïîñòðîèòü ýìïè-
ðè÷åñêèå (âûáîðî÷íûå) àíàëîãè ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âûáîðî÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, èëè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå,X, è âû-
áîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2:

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2. (3)

Ïîäîáíî âûáîðî÷íûì ñðåäíåìó è äèñïåðñèè îïðåäåëÿþòñÿ âû-
áîðî÷íûå ìîìåíòû ïîðÿäêà k

Xk =
1

n

n∑
i=1

Xk
i ,
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êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèìè àíàëîãàìè ìîìåíòîâ EXk
i .

Îòìåòèì, ÷òî
EXk = EXk

i .

Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè òåîðåòè÷åñêèìè ìîìåíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ
íåñìåùåííîñòüþ. Ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ íåñìå-

ùåííûìè îöåíêàìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ.
Îáîáùàÿ ïîíÿòèå âûáîðî÷íîãî ìîìåíòà, ïîñòðîèì âûáîðî÷-

íîå óñðåäíåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g:

g(X) =
1

n

n∑
i=1

g(Xi),

ïðè ýòîì òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

Eg(X) = Eg(Xi).

Öåíòðàëüíûì âûáîðî÷íûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ

(X −X)k =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)k.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé öåíòðàëüíûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò �
ýòî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2.

Öåíòðàëüíûå âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñìåùåííûìè
îöåíêàìè äëÿ ñâîèõ òåîðåòè÷åñêèõ àíàëîãîâ E(Xi −EXi)

k.
Êîðåíü èç âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S =

√
S2 íàçûâàåòñÿ âû-

áîðî÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì (ñòàíäàðòíûì) îòêëîíåíèåì.
Îòìåòèì, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷-

íî äèñïåðñèè.
S2 = X2 − (X)2.

Íåñìåùåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ � ýòî ñòàòèñòèêà

S0
2 =

n

n− 1
S2.
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Äëÿ íåå âûïîëíåíî ñâîéñòâî

ES0
2 = DX1.

Îòìåòèì, ÷òî êîðåíü èç íåñìåùåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè
S0 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëî-
íåíèÿ σX , òàê êàê E

√
Y ̸=

√
EY .

Âûáîðî÷íîé àñèììåòðèåé íàçûâàåòñÿ

Ãs =
(X −X)3

S3
,

âûáîðî÷íûì ýêñöåññîì

Ẽx =
(X −X)4

S4
.

Îíè ÿâëÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè àíàëîãàìè àñèììåòðèè è ýêñ-
öåññà, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè

AsX1 =
E(X1 −EX1)

3

σ3
, ExX1 =

E(X1 −EX1)
4

σ4
,

ãäå σ =
√
DX1 � òåîðåòè÷åñêîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

Àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ � áåçðàçìåðíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Àñèììåòðèÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîøåííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îíà ðàâíà 0 äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûì 3-
ì ìîìåíòîì.

Ýêñöåññ õàðàêòåðèçóåò âûòÿíóòîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Îí ðà-
âåí 3 äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñòàòèñòèêè è îöåíêè

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçíèêàåò â ñèòóàöèè, êîãäà
ðàñïðåäåëåíèå F íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåèçâåñòíûì, à èçâå-
ñòåí åãî ìàòåìàòè÷åñêèé âèä F = F (t, θ), ñîäåðæàùèé íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð θ (èëè íåñêîëüêî, òîãäà θ � ìíîãîìåðíûé
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ïàðàìåòð). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî âûáîðêå X⃗ âû÷èñ-
ëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå θ∗(X⃗) äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåò-
ðà, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî â òîì èëè èíîì ñìûñëå îïòèìàëüíûì
îáðàçîì. Ýòî çàäà÷à òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ.

Îöåíêà θ̃ íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà
θ, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ âûïîëíåíî

Eθ̃ = θ. (4)

Äîãîâîðèìñÿ óêàçûâàòü â îáîçíà÷åíèè ñòàòèñòèêè îáúåì âû-
áîðêè, åñëè ýòî íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü: θ̃ = θ̃n.

Îöåíêà θ̃n íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé

ïàðàìåòðà θ, åñëè äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà:

θ̃n
1−→ θ, (5)

òî åñòü P{θ̃n → θ} = 1.

Ìåòîä ìîìåíòîâ (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)

Îöåíêîé ìåòîäà ìîìåíòîâ (ÎÌÌ) íàçûâàåòñÿ òàêîå çíà÷å-
íèå θ∗

g = θ∗
g(X⃗), ïðè êîòîðîì òåîðåòè÷åñêîå ñðåäíåå âûáîðêè

g⃗(X) ñîâïàäàåò ñ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì:

mg(θ∗
g) = g(X),

òî åñòü ÎÌÌ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîãî θ∗

g.
Åñëè ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ mg(θ) íåïðåðûâ-

íà è ñòðîãî ìîíîòîííà, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ m−1
g , è

ÎÌÌ èìååò âèä:
θ∗
g(X⃗) = m−1

g (g(X)).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ mg(θ) = Eg(X1) íåïðåðûâíà

è ñòðîãî ìîíîòîííà, òî îöåíêà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ θ∗
g(X⃗) =

m−1
g (g(X)) ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíà.
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Ìåòîä ìîìåíòîâ (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé)

Ïóñòü X⃗ ⊂= Fθ, ãäå ïàðàìåòð θ ∈ Θ, ïîäëåæàùèé îöåíè-
âàíèþ, � ìíîãîìåðíûé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû äâóìåðíûé
ñëó÷àé, òî åñòü θ = (θ1, θ2). Òîãäà äëÿ îäíîçíà÷íîãî íàõîæäå-
íèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ θ1, θ2 îäíîãî óðàâíåíèÿ íåäîñòàòî÷íî.
Îöåíêîé ìåòîäà ìîìåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå
(θ∗

1, θ∗
2) ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà:{

mg1(θ1, θ2) = g1(X),

mg2(θ1, θ2) = g2(X).

7.1. Ïî äàííîé ðåàëèçàöèè âûáîðêè x⃗ =(0; 0; 1; 1; 0; 0; 0; 0;
0; 1):

à) ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ;

á) âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷-
íîé äèñïåðñèè.

7.2 Ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 0; 1 âû÷èñ-
ëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè,
âûáîðî÷íîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ, íåñìåùåííîé
âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, âûáîðî÷íûõ àñèììåòðèè è ýêñöåññà.

7.3. Èçìåðåí ðîñò (â ñì) ñòóäåíòîâ îäíîé ó÷åáíîé ãðóïïû.
Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äàëè âûáîðêó (171; 186; 164; 190; 158;
181; 176; 180; 174; 157; 176; 169; 164; 186).

à) Ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû.
á) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷-

íîé äèñïåðñèè è âûáîðî÷íîãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ S. Íà
îäíîì ãðàôèêå ñ ãèñòîãðàììîé ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè
íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ïàðàìåòðàìè X, S2.

7.4. Ïóñòü X⃗ ⊂= Φa,σ2 . Âû÷èñëèòü EX, DX. Êàêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X?
7.5*. Ïàññàæèð ìàðøðóòíîãî òàêñè èçìåðèë 8 ðàç âðåìÿ

îæèäàíèÿ òàêñè è ïîëó÷èë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (â ìèíóòàõ):
8; 4; 5; 4; 2; 15; 1; 6. Ó íåãî åñòü äâå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî
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ãðàôèêà äâèæåíèÿ òàêñè: ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ ñîáëþäàåòñÿ,
è âðåìÿ îæèäàíèÿ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå
[0; θ], ëèáî ãðàôèê äâèæåíèÿ íå ñîáëþäàåòñÿ, è âðåìÿ îæèäàíèÿ
èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

à) Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ θ è λ, èñïîëü-
çîâàâ îöåíêè θ̃2 = (n+ 1)X(n)/n è λ̃2 =

n−1
nX

.

á) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è òåîðåòè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.

â) Ïîñòðîèòü íà îäíîì ãðàôèêå ðåàëèçàöèþ ãèñòîãðàììû è
òåîðåòè÷åñêèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî è ïîêà-
çàòåëüíîãî çàêîíîâ, â êîòîðûå âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ïîäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè èõ îöåíîê.

ã) Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñäåëàòü âûâîä
î òîì, êàêàÿ èç ãèïîòåç âûãëÿäèò áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì.

7.6*. Äàíà âûáîðêà X⃗ ⊂= Πλ, λ > 0 � íåèçâåñòíûé ïàðà-
ìåòð. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàòèñòèêè

T1 = X, T2 =
1

n

n∑
i=1

I(Xi = k), T3 =
X1 +Xn

2

ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
λ, λk

k! e
−λ è λ. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè?

7.7. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêè
ïàðàìåòðà p:

a) ïî ïåðâîìó ìîìåíòó;

á) ïî âòîðîìó ìîìåíòó;

â) ïî ïðîèçâîëüíîìó k-ìó ìîìåíòó.

Ìîæíî ëè îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-ëèáî èç ïîñòðîåííûõ
îöåíîê? Èññëåäîâàòü èõ ñîñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü.

7.8. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêè ìåòîäîì ìîìåíòîâ:
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a) ïàðàìåòðà p ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó ìîìåíòó ïðè èçâåñò-
íîì m > 0;

á) ïàðàìåòðîâ p è m.
Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîñòðîåííûõ îöåíîê.
7.9. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; θ]. Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè
ñîñòîÿòåëüíûìè?

7.10. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðà-
ìåòðà θ > 0, åñëè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè èìååò ïëîòíîñòü:

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.
7.11. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; θ];
0, t ̸∈ [0; θ].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ, èññëåäî-
âàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

7.12. Ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà α > 0 ïî
âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ fα(t) =
αe−αt, t > 0. Áóäåò ëè îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?

7.13*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìîìåíòîâ íàéòè äâå
ðàçëè÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

P{X1 = 1} = p/2; P{X1 = 2} = p/2; P{X1 = 3} = 1− p.
Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëü-

íûìè?
7.14*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ > 0 ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1;

0, t < 1

ñóùåñòâóåò îöåíêà ïàðàìåòðà ïî ïåðâîìó ìîìåíòó? Ìîæíî ëè
ïîñòðîèòü ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ìåòîäîì ìîìåíòîâ â ñëó÷àå,
êîãäà îöåíêè ïî ïåðâîìó ìîìåíòó íå ñóùåñòâóåò?
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7.15*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà
λ > 0 ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

7.16. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, ïîñòðîèòü
îöåíêè:

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;

â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.

Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-
ÿòåëüíîñòü.

7.17*. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü ïàðàìåòð θ ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå:

à) [−θ; θ], θ > 0; á) [θ; θ + 1].

Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-
ÿòåëüíîñòü.

�8. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåòè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå ëèáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ
f(t, θ) = fXi(t), ëèáî äèñêðåòíî, ïðè ýòîì äëÿ ðÿäà ðàñïðåäåëå-
íèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà÷åíèå: f(t, θ) = P{Xi = t}.
Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé âûáîðêå X⃗,
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Π(θ) = Π(X⃗, θ) =
n∏

i=1

f(Xi, θ).

Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) íàçû-
âàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ = θ̂(X⃗), ïðè êîòîðîì ôóíê-
öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, òî åñòü

Π(X⃗, θ̂) = max
θ∈Θ

Π(X⃗, θ).
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8.1. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áåðíóëëèåâñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Bp ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì p ∈ (0; 1) ïîñòðîèòü îöåíêó
ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. (Óêàçàíèå:
ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òî÷êó t äëÿ ýëåìåíòîâ
âûáîðêè ðàâíà f(t, p) = pt(1 − p)1−t, ãäå t ìîæåò ïðèíèìàòü
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � 0 è 1). Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü è
íåñìåùåííîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.

8.2. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ Bm,p ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà p ïðè èçâåñòíîìm > 0. Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü
è íåñìåùåííîñòü îöåíêè.

8.3. Ïî âûáîðêå èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Eα ïî-
ñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà α > 0.
Èññëåäîâàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè.

8.4. Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî âû-
áîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{ θ
tθ+1 , t ≥ 1;

0, t < 1.

Äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè.
8.5*. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî-

ñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0, åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè èìåþò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:

à) θtθ−1 ïðè t ∈ [0; 1]; á) 2t/θ2 ïðè t ∈ [0; θ].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ñîñòîÿòåëüíîñòü.
8.6*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
3t2θ−3, t ∈ [0; θ];
0, t ̸∈ [0; θ].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ > 0 ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, èññëåäîâàòü åå íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

8.7*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ∈ (0, 1), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
P{X1 = 1} = p/2, P{X1 = 2} = p/2, P{X1 = 3} = 1− p.
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Áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé?
8.8. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ;
0, t < θ.

Íàéòè îöåíêó äëÿ θ:
à) ìåòîäîì ìîìåíòîâ;
á) ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Áóäóò ëè ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíûìè? Âû÷èñëèòü

ñìåùåíèÿ îöåíîê è ïîëó÷èòü èñïðàâëåííûå íåñìåùåííûå îöåí-
êè.

8.9*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà
λ > 0 ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

8.10. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè α è σ2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ, ïîñòðîèòü îöåíêè:

à) íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ α;
á) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α èçâåñòíî;
â) íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2, åñëè α íåèçâåñòíî.
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-

ÿòåëüíîñòü.
8.11*. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îöå-

íèòü ïàðàìåòð θ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå:
à) [−θ; θ], θ > 0;
á) [θ; θ + 1].
Èññëåäîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè íà íåñìåùåííîñòü è ñîñòî-

ÿòåëüíîñòü.

�9. Ñðàâíåíèå îöåíîê: ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïîä-

õîä

Ïóñòü X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ, è θ̃ = θ̃(X⃗) � êàêàÿ-íèáóäü
îöåíêà ïàðàìåòðà θ. Òàê êàê îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé, òî äàæå ñâîéñòâî íåñìåùåííîñòè íå ãàðàíòèðóåò áëè-
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çîñòü åå êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè θ̃(x⃗) ê îöåíèâàåìîìó ïàðà-
ìåòðó. Åñëè îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, òî òàêàÿ áëèçîñòü
ãàðàíòèðóåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, íî òîëüêî ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè n. Ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå
âûáîðêè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ¾ìåðîé áëèçîñòè¿ îöåíêè
ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà
îòêëîíåíèÿ E(θ̃ − θ)2.

Èç äâóõ îöåíîê θ̃1 ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì θ̃2, åñëè ïðè âñåõ
θ ∈ Θ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E(θ̃1 − θ)2 ≤ E(θ̃2 − θ)2,

à õîòÿ áû äëÿ îäíîãî θ íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.
Çàìåòèì, ÷òî E(θ̃ − θ)2 íå ìåíüøå äèñïåðñèè îöåíêè, è ðà-

âåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê:

E(θ̃ − θ)2 =
(
E(θ̃ − θ)

)2
+D(θ̃ − θ) =

(
Eθ̃ − θ

)2
+Dθ̃ ≥ Dθ̃.

Åñëè θ̃ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ, òî åñòü Eθ̃ = θ,
òî äëÿ íåå:

E(θ̃ − θ)2 =
(
Eθ̃ − θ

)2
+Dθ̃ = Dθ̃.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ñðàâíå-
íèþ îöåíîê íåëüçÿ íàéòè íàèëó÷øóþ â êëàññå âñåõ îöåíîê (â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò íåñðàâíèìûå îöåíêè). Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè âûðîæäåííûõ îöåíîê,
ðàâíûõ êîíñòàíòå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé âûáîðêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ñðàâíèâàòü ïîëó-
÷àåìûå îöåíêè ñ âûðîæäåííûìè îöåíêàìè, íóæíî îãðàíè÷èòü
êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê. Êàê ïðàâèëî, ñðàâíèâàþò òîëü-
êî íåñìåùåííûå îöåíêè. Ñðåäè íåñìåùåííûõ îöåíîê íàèëó÷øàÿ
îöåíêà ïàðàìåòðà äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Åå íàçûâàþò ýôôåêòèâíîé îöåíêîé. Ýô-
ôåêòèâíàÿ îöåíêà èìååò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ èç âñåõ íåñìå-
ùåííûõ îöåíîê.
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Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé fθ(y) èí-
ôîðìàöèåé Ôèøåðà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

I(θ) = E

(
∂

∂θ
ln fθ(X1)

)2

.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé fθ(y) áóäåì íà-
çûâàòü ðåãóëÿðíûì, åñëè èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà õîðîøî îïðåäå-
ëåíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

1) åñëè äëÿ äàííîãî y ëîãàðèôì ïëîòíîñòè ln fθ(y) îïðåäåëåí
õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ θ, òî îí íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåì ïî ïàðàìåòðó θ â îáëàñòè âñåõ åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé;

2) èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà ñóùåñòâóåò, ïîëîæèòåëüíà è íåïðå-
ðûâíà ïî θ.

Òåîðåìà (íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà) Åñëè îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé ðåãóëÿðíî, à θ̃ � íåñìåùåí-
íàÿ îöåíêà åãî ïàðàìåòðà, òî

Dθ̃ ≥ 1

nI(θ)
.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè ïà-
ðàìåòðà ðåãóëÿðíîãî ñåìåéñòâà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî

Dθ̃ =
1

nI(θ)
,

òî îöåíêà ýôôåêòèâíà.

Ìíîãîìåðíîìó ïàðàìåòðó θ ñîïîñòàâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîí-
íàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà.

9.1. Èìååòñÿ âûáîðêà ÷åòíîãî îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîåíû
2 îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: ñðåäíåå ïî âñåé âûáîðêå
è ñðåäíåå ïî ïåðâîé ïîëîâèíå âûáîðêè. Ñðàâíèòü èõ â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
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9.2. Ïóñòü X⃗ � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì θ è êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé σ2

θ. Âûÿñ-
íèòü, êàêîâû äîëæíû áûòü êîíñòàíòû C1, . . . , Cn, ÷òîáû îöåíêè
âèäà θ̃ = C1X1 + C2X2 + · · · + CnXn áûëè íåñìåùåííûìè. Ïî-
êàçàòü, ÷òî îöåíêà θ∗

1 = X ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé â ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîì â ýòîì êëàññå îöåíîê.

9.3. Äëÿ âûáîðîê èç ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé íàéòè îöåí-
êó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂, ïðîâåðèòü åå íåñìåùåí-
íîñòü è âû÷èñëèòü E(θ̂ − θ)2:

1) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p;

2) áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 2, p;

3) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1/θ, θ > 1

(íàïîìíèì, ÷òî Pθ{X = k} = 1
θ
(
1− 1

θ
)k−1

, k ≥ 1, EX1 = θ,
DX1 = θ(θ − 1));

4) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 1/θ, θ > 0;

5) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, 1;

6) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0, σ2.

9.4. Äàíà âûáîðêà X⃗ ⊂= U[0,θ]; θ > 0 � íåèçâåñòíûé ïà-
ðàìåòð. Ñðàâíèòü, êàêàÿ èç îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà θ ëó÷øå â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå: θ∗

1 = 2X, θ̃ = n+1
n X(n).

9.5. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé èç çàäà÷è 9.3 ïðîâåðèòü óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè, âû÷èñëèòü èíôîðìàöèþ Ôèøåðà è èññëåäîâàòü
ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ â çàäà÷å 9.3 îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

9.6*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

fθ(t) =

{
eθ−t, t ≥ θ;
0, t < θ.

Íàéòè îöåíêè äëÿ θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ è ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñðàâèòü íàéäåííûå îöåíêè â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì.

9.7*. Ïî âûáîðêå (X1, . . . , Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ñ
ïëîòíîñòüþ fλ(t) =

λ
2e

−λ|t|, t ∈ R, ïîñòðîèòü îöåíêè ïàðàìåòðà
λ > 0 íà îñíîâàíèè âòîðîãî ìîìåíòà è ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
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ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñðàâíèòü ýòè îöåíêè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì
ñìûñëå.

�10. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè

Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çà-
âèñÿò îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ôàêòîðîâ ðåãðåññèè −→x =
(x1, ..., xk). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè
−→
θ = (θ1, . . . , θk)

T . Áóäåì èçó÷àòü ëèíåé-
íóþ ðåãðåññèþ

Yi =

k∑
j=1

xijθj + εi, i = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε1, . . . , εn íåêîð-
ðåëèðîâàíû è ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì è êîíå÷íîé íåíóëåâîé äèñïåðñèåé σ2.

Â ìàòðè÷íîì âèäå

Y⃗ = X θ⃗ + ε⃗.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà Ãàóññà�Ìàðêîâà Ïóñòü ìàòðèöà X èìååò ðàíã

k. Òîãäà îöåíêà θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂k)
T , ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

L(⃗θ) = (
−→
Y −X

−→
θ )T (

−→
Y −X

−→
θ ),

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è èìååò âèä

θ̂ = (XTX)−1XT−→Y .

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè θ̂ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C(θ̂) = σ2(XTX)−1.
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Åñëè n > k, òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà σ2 ðàâíà

σ̂2 =
1

n− k
||
−→
Y −X θ̂||2 = 1

n− k

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2.

Çäåñü || · ||2 � ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà, Ŷ =
(Ŷ1, . . . , Ŷn)

T = X θ̂.
Âåëè÷èíà ∑n

i=1(Yi − Ŷi)
2∑n

i=1(Yi − Y )2
=

(n− k)σ̂2

nS2
Y

� äîëÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè, íå îáúÿñíåííîé ðåãðåññèîííîé
ìîäåëüþ.

Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè

R2 = 1− (n− k)σ̂2

nS2
Y

� ýòî äîëÿ îáúÿñíåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè.

10.1. Ïóñòü Yi = xi + θ + εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R.
Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàéòè
îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.2. Ïóñòü Yi = θxi+εi, i = 1, . . . , n. Çäåñü xi, θ ∈ R. Âûÿñ-
íèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé xi âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðå-
ìû Ãàóññà�Ìàðêîâà. Íàéòè îöåíêó äëÿ θ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Íàéòè îöåíêó äèñïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.3. Êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà Y > 0 â êðîâè ïàöèåíòà îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå òåëà x > 0. Íàéòè îöåíêó êîýô-
ôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé:

1) Yi = θ/xi + εi;

2) lnYi = ln(θ/xi) + εi;

i = 1, . . . , n. Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ â êàæäîé ìîäåëè.
Íàéòè äèñïåðñèþ îöåíêè â ïåðâîé ìîäåëè è äèñïåðñèþ ëîãà-
ðèôìà îöåíêè âî âòîðîé ìîäåëè.

35



10.4. Äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Yi = a+bxi+εi, i = 1, . . . , n,
íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a, b ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíîê. Íàéòè îöåíêó äèñ-
ïåðñèè ðåãðåññèîííûõ îøèáîê σ2.

10.5. Ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè x1 = 1, Y1 = 0,
x2 = 2, Y2 = 2, 5, x3 = 3, Y3 = 0, 5, íàéòè ðåàëèçàöèè îöåíîê
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èç çàäà÷è 11.4. Âû÷èñëèòü ðåàëèçàöèþ êî-
ýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè.

10.6*. Äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè Yi = a1 cosxi+b1 sinxi+εi,
i = 1, . . . , n, íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a1, b1 ïî ìåòîäó íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé xi = πi/2, n = 4. Íàéòè
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíîê.

�11. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ, èçâåñò-
íîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà: X⃗ ⊂= F (t, θ), θ ∈ Θ. Äîâåðè-
òåëüíûì èíòåðâàëîì ñ óðîâíåì äîâåðèÿ 1− ε äëÿ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà θ íàçûâàþò ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (θ−; θ+) ⊂ Θ, ïî-
ñòðîåííûé ïî âûáîðêå, êîòîðûé íàêðûâàåò íåèçâåñòíîå çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé 1 − ε, èëè ïî êðàéíåé
ìåðå ñòðåìÿùåéñÿ ê 1− ε ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè, òî åñòü

P{θ ∈ (θ−; θ+)} → 1− ε

ïðè n → ∞.
Â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ òî÷íîå ðà-

âåíñòâî, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.
θ−, θ+ � ýòî îöåíêè ïàðàìåòðà θ, íàçûâàåìûå íèæíåé è

âåðõíåé äîâåðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè. ×èñëî 1 − ε ∈ (0; 1) �
óðîâåíü äîâåðèÿ, èëè äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, � âûáèðàåò-
ñÿ çàðàíåå è îòðàæàåò ¾ñòåïåíü ãîòîâíîñòè ìèðèòüñÿ ñ âîçìîæ-
íîñòüþ îøèáêè¿. ×åì ìåíåå ìû ãîòîâû ìèðèòüñÿ ñ âîçìîæíîé
îøèáêîé, òåì ìåíüøåå (áîëåå áëèçêîå ê íóëþ) çíà÷åíèå ε äîëæ-
íû óñòàíàâëèâàòü.
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Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî÷íûé äîâå-
ðèòåëüíûé èíòåðâàë, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü. Ïîýòî-
ìó ñòðîÿò àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïðèìåíÿÿ
öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ
âñåõ t1, t2 ∈ R (t1 < t2) âûïîëíåíî:

lim
n→∞

P

{
t1 ≤

ng(X)− nEg(X1)√
nDg(X1)

< t2

}
= Φ(t2)− Φ(t1),

òî åñòü öåíòðèðîâàííûå è íîðìèðîâàííûå ñóììû ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ng(X) = g(X1)+ . . .+g(Xn) ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, èìåþùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 < Dg(X1) < ∞.
Åñëè âûáðàòü t2 = −t1 = A, g(x) = x è ïðèíÿòü äîâåðèòåëü-

íûé óðîâåíü ðàâíûì 1− ε, òî

lim
n→∞

P

{
−A ≤ nX − nEX1√

nDX1
< A

}
= Φ(A)−Φ(−A) = 2Φ(A)−1 = 1−ε,

îòêóäà ïîëó÷àåì:
Φ(A) = 1− ε/2.

Ïî çàäàííîìó ε ìîæíî íàéòè A ñ ïîìîùüþ òàáëèö íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïðîãðàììíûõ ïðèëîæåíèé. Îòìåòèì
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ: åñëè Yn ñõî-
äèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê Y , à Zn ñõîäèòñÿ ê 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà, òî èõ ïðîèçâåäåíèå YnZn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê
Y . Îáîçíà÷èì σ =

√
DX1 è âûáåðåì

Yn =
nX − nEX1

σ
√
n

=

√
n(X −EX1)

σ
, Zn =

σ
S
.

Âñïîìíèì, ÷òî S =

√
X2 − (X)2 → σ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, è,

ñëåäîâàòåëüíî, Zn → 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Èòàê,

YnZn =

√
n(X −EX1)

σ
· σ
S

=

√
n(X −EX1)

S
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ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå, òî åñòü

lim
n→∞

P

{
−A ≤

√
n(X −EX1)

S
< A

}
= Φ(A)−Φ(−A) = 2Φ(A)−1 = 1−ε.

×òîáû äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ íàéòè äâóñòîðîííèé
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ 1 − ε, íóæ-
íî äëÿ èññëåäóåìîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðå-
äåëåíèé íàéòè çàâèñèìîñòü EX1 = a(θ) è ðåøèòü îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðà θ äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

−A ≤
√
n(X − a(θ))

S
< A.

Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ a(θ) áûëà íåïðåðûâíîé è
ñòðîãî ìîíîòîííîé. Ïîëó÷èâøèåñÿ ãðàíèöû äâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ− è θ+.

Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì

Ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ñïåöè-
àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ íîðìàëüíûì: ðàñïðåäåëå-
íèå õè-êâàäðàò è ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. Íàçâàíèå ¾ðàñïðå-
äåëåíèå Ñòüþäåíòà¿ ñâÿçàíî ñ èìåíåì àíãëèéñêîãî ñòàòèñòè-
êà Ê.Ãîññåòà, êîòîðûé ïîäïèñûâàë ñâîè ðàáîòû ïñåâäîíèìîì
¾Ñòüþäåíò¿.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Zn èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè

Zn = X1
2 + . . .+Xn

2;

ãäå X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñòàí-
äàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî ¾÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû¿ � ýòî ïðîñòî òðàäè-
öèîííîå íàçâàíèå äëÿ ïàðàìåòðà n ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.
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Ïàðàìåòð n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
n = 1 ïîëó÷àåì êâàäðàò îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñî ñòàí-
äàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì: Z1 = X2, ãäå X ⊂= N0, 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Zn ⊂= χ2
n.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.
Ïóñòü Zn ⊂= χ2

n. Òîãäà:
1) EZn = n;
2) Zn/n → 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n → ∞.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Yn èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ

n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè

Yn =
X√
Zn/n

,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Zn íåçàâèñèìû, ïðè÷åì X èìååò
ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à Zn èìååò ðàñïðåäå-
ëåíèå õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çäåñü, êàê è ó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò, n � ýòî ïðîñòî ïîëîæèòåëüíûé öåëûé
ïàðàìåòð.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: Yn ⊂= Tn.
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà.
Ïóñòü Yn ⊂= Tn. Òîãäà:
1) äëÿ ëþáîãî t âûïîëíåíî P{Yn < −t} = P{Yn > t}, òî åñòü

ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñèììåòðè÷íî;
2) Yn → X ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n → ∞, ãäå X èìååò

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ñèòóàöèåé, êîãäà âîçìîæíî ïî-
ñòðîåíèå òî÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: X⃗ ⊂= Φa,σ2 , êîãäà õîòÿ áû îäèí èç
åãî ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòåí. Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ îöåíîê X è S2 ïà-
ðàìåòðîâ a è σ2, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî è ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâó-
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þùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîäåð-
æàòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà Ôèøåðà. Ïóñòü X⃗ ⊂= Φa,σ2 . Òîãäà âåðíû ñëåäóþ-
ùèå 4 ôàêòà.

1)

√
n(X − a)

σ
⊂= Φ0,1.

2)

∑n
i=1(Xi − a)2

σ2
⊂= χ2

n.

3)
nS2

σ2
⊂= χ2

n−1.

4)

√
n− 1

(
X − a

)
S

⊂= Tn−1.

11.1. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè X⃗ èìåþò ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ

f(t) =
1

π(1 + (t− θ)2)
, t ∈ R.

Çäåñü θ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, θ ∈ R. Ïîñòðîèòü òî÷íûé
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ ïî îäíîìó íàáëþäå-
íèþ (n = 1).

11.2. X⃗ ⊂= Bp, 0 < p < 1. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.

11.3. Äàíà âûáîðêà èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì p, 0 < p < 1. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà p.

11.4. Ïî âûáîðêå èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì
λ > 0 ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ïàðàìåòðà λ.

11.5*. Äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
e−|t−a|/2, a ∈ R. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a.

11.6*. Ïóñòü X⃗ ⊂= U[0; θ], ãäå θ > 0. Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèê
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X è X2 ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
(ñîîòâåòñòâåííî (θ−

1 , θ+
1 ) è (θ−

2 , θ+
2 )) óðîâíÿ 1−ε è ïîêàçàòü, ÷òî

ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (θ−
2 , θ+

2 ) àñèìïòîòè÷åñêè êîðî÷å ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî (θ−

1 , θ+
1 ).

11.7. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìå-
þò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a
(òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è ñòàíäàðò-
íûì îòêëîíåíèåì 10 ìì. Ðåçóëüòàòû 4 èçìåðåíèé äàëè ñðåäíåå
çíà÷åíèå 512 ìì. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà
a óðîâíÿ 0,95; óðîâíÿ 0,998.

11.8. Èçâåñòíî, ÷òî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû a íåçàâèñèìû, èìå-
þò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a
(òî åñòü îòñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) è ñòàíäàðò-
íûì îòêëîíåíèåì σ. Ðåçóëüòàòû 100 èçìåðåíèé ýòàëîííîé äëè-
íû 1 ì äàëè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå 1,01 ì è âûáîðî÷íûé âòîðîé
ìîìåíò 1,04 ì2. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñòàíäàðò-
íîãî îòêëîíåíèÿ óðîâíÿ 0,9; óðîâíÿ 0,99.

11.9. Ïî âûáîðêå îáúåìà 25 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîäñ÷èòàíû âûáîðî÷íîå ñðåäíåå 2,1 è âûáîðî÷íûé âòîðîé ìî-
ìåíò 4,42. Ïîñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû óðîâíÿ
0,95 äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

�12. Ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû è êðèòåðèè

Ïóñòü X⃗ = (X1, X2, ..., Xn) � âûáîðêà, X⃗ ⊂= F, ãäå F �
ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îòäåëüíîãî
íàáëþäåíèÿ Xi.

Ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçîé áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå óòâåð-
æäåíèå î âèäå èëè ñâîéñòâàõ íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåò ðàñïðåäåëåíèå F, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ
ñëîæíîé.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ãèïîòåç âñåãî äâå.
Îäíó èç íèõ íàçûâàþò îñíîâíîé, à äðóãóþ � àëüòåðíàòèâíîé,
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îáîçíà÷àÿ ñîîòâåòñòâåííî H0 è H1.

Ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì íàçûâàþò âñÿêîå ïðàâèëî,
ïîçâîëÿþùåå íà îñíîâàíèè íàáëþäàåìîãî âûáîðî÷íîãî âåêòîðà
X⃗ ïðèíÿòü îäíó èç ãèïîòåç: îñíîâíóþ èëè àëüòåðíàòèâíóþ.

Ïðè ïðèìåíåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ìîãóò âîçíèê-
íóòü îøèáêè äâóõ ðîäîâ. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî îòâåðãàåòñÿ âåðíàÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà. Îøèáêà âòîðîãî ðîäà
� îòâåðãàåòñÿ âåðíàÿ ïåðâàÿ ãèïîòåçà. Âîîáùå îøèáêà i-ãî ðîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé îòâåðãàåò âåðíóþ
(i− 1)-þ ãèïîòåçó.

ïðèíèìàåìàÿ âåðíà âåðíà
ãèïîòåçà ãèïîòåçà H0 ãèïîòåçà H1

H0 íåò îøèáêè îøèáêà 2-ãî ðîäà

H1 îøèáêà 1-ãî ðîäà íåò îøèáêè

Êðèòåðèé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê:

α1 = PH0(H0 îòâåðãàåòñÿ); α2 = PH1(H1 îòâåðãàåòñÿ).

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ ó ñèìâîëà âåðîÿòíîñòè óêàçûâàåò, ïðè
âûïîëíåíèè êàêîé ãèïîòåçû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü.

Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé êàê ôóíê-
öèþ δ(X⃗) îò âûáîðî÷íîãî âåêòîðà, ïðèíèìàþùóþ äâà çíà÷å-
íèÿ: H0 è H1. Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü T = T (X⃗) � íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ
îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ âûáîðêîé,
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îò òåîðåòè÷åñêèõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçå H0.
Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T (X⃗) èçâåñòíî (òî÷íî èëè õî-
òÿ áû ïðèáëèæåííî), òî äëÿ ëþáîãî α > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå
ìíîæåñòâî Tα çíà÷åíèé T , äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

P(T ∈ Tα/H0) ≤ α.

Ïóñòü α > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ñîáûòèå, èìåþùåå âå-
ðîÿòíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ α, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðàêòè÷å-
ñêè íåâîçìîæíûì. Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ìîæíî çà-
äàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(X⃗) =

{
H1, åñëè T (X⃗) ∈ Tα;

H0, åñëè T (X⃗) /∈ Tα.

×èñëî α > 0, êîòîðîå ôèãóðèðóåò â ôîðìóëàõ, íàçûâàåò-
ñÿ óðîâíåì êðèòåðèÿ, èëè óðîâíåì çíà÷èìîñòè, ñòàòèñòèêà
T (X⃗) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ, à ìíîæåñòâî Tα �
êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

Îò ñòàòèñòèêè T = T (X⃗) òðåáóþò ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
1) ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû H0 ñòàòèñòèêà T èìååò èçâåñò-

íîå ðàñïðåäåëåíèå èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå J ñ èçâåñòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì;

2) ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçûH1 ñòàòèñòèêà T ñõîäèòñÿ ïî÷òè
íàâåðíîå ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðèòåðèé óðîâíÿ α, çàäàþò êðè-
òè÷åñêîå ìíîæåñòâî â âèäå

Tα = {T ≥ C},

ãäå C � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì

P{J ≥ C} = α,
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òî åñòü FJ(C) = 1− α.
ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå êîíñòàíòû C âåðîÿòíîñòü îøèá-

êè íóëåâîãî ðîäà α0 ëèáî ðàâíà óðîâíþ êðèòåðèÿ α (â ñëó÷àå,
êîãäà ñòàòèñòèêà T ïðè âåðíîé íóëåâîé ãèïîòåçå ðàñïðåäåëåíà
â òî÷íîñòè êàê J), ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, ñõîäèòñÿ ê α ñ ðîñòîì
îáúåìà âûáîðêè.

Ñõîäèìîñòü ñòàòèñòèêè T ïî÷òè íàâåðíîå ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè âûïîëíåííîé ïåðâîé ãèïîòåçå ãàðàíòèðóåò ñîñòîÿòåëü-

íîñòü êðèòåðèÿ, òî åñòü ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåð-
âîãî ðîäà α1 ê íóëþ ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè.

Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé âûáîðêè X⃗ ìîæíî íàéòè ïðåäåëü-
íîå çíà÷åíèå óðîâíÿ α∗ = α∗(X⃗), ïðè êîòîðîì ãèïîòåçà H0 åùå
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà. Òàêîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ðåàëüíî äîñòè-
ãàåìûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè, èëè ïðîñòî äîñòèãàåìûì óðîâíåì

çíà÷èìîñòè. Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α∗ èìååò ñìûñë
âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü õóäøåå ñîãëàñèå ñ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòå-
çîé, ÷åì ðåàëüíî ïîëó÷åííîå, åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà. Ïîýòîìó
÷åì ìåíüøå α∗, òåì áîëåå ýòî ãîâîðèò ïðîòèâ ãèïîòåçû H0.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè J :

α∗ = P{J ≥ T (X⃗)} = 1− FJ(T (X⃗)).

Â òåðìèíàõ äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü èìååò âèä

Tα = {α∗ ≤ α},

òî åñòü íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå α â ñëó÷àå, êîãäà
α∗ ≤ α.

Êàæäûé êðèòåðèé ñîãëàñèÿ èñïîëüçóåò ñâîþ ñòàòèñòèêó,
ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ðàçëè÷åíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû è àëüòåðíà-
òèâû è îáëàäàþùóþ íóæíûìè ñâîéñòâàìè: ñõîäèìîñòüþ ê ôèê-
ñèðîâàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû
è ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè åå íåâûïîë-
íåíèè.
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Â êà÷åñòâå âàæíûõ ïðèìåðîâ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ ðàññìîò-
ðèì êðèòåðèè Êîëìîãîðîâà è õè-êâàäðàò Ïèðñîíà.

Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà è χ2 Ïèðñîíà

Ðàññìîòðèì âûáîðêó X⃗ ⊂= F îáúåìà n ñ íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è ïðîñòóþ ãèïîòåçó H0 : F = F0. Àëüòåð-
íàòèâíîé äëÿ H0 ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ ãèïîòåçà H1 : F ̸= F0.

Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F0(t) íåïðåðûâíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:

Dn = D(F ∗
n , F0) = sup

−∞<t<∞
|F ∗

n(t)−F0(t)| = max
−∞<t<∞

|F ∗
n(t)−F0(t)|.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà âûáèðàåòñÿ
ýòî ðàññòîÿíèå, óìíîæåííîå íà

√
n, ãäå n � îáúåì âûáîðêè:

Tn =
√
nDn =

√
n max

−∞<t<∞
|F ∗

n(t)− F0(t)|.

À.Í.Êîëìîãîðîâ äîêàçàë ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòàòèñòèêè
Tn:

1) åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî Tn ñ ðîñòîì n ñõîäèòñÿ ê
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå J ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåìîé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà:

FJ(t) = 1− 2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2t2 ;

2) åñëè ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, òî Tn ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåð-
íîå ê +∞ ïðè n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, äîñòèãàåìûé óðîâåíü
çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà ðàâåí:

α∗ = 1− FJ(Tn) = 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2T 2
n = 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2nD2
n .

(6)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî ýòîé ôîðìóëå íóæíî áðàòü
íå âñþ áåñêîíå÷íóþ ñóììó, à òîëüêî íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ, ïðè
ýòîì îøèáêà âû÷èñëåíèé íå ïðåâîñõîäèò ïîñëåäíåãî îòáðîøåí-
íîãî ñëàãàåìîãî. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà îòâåðãàåò ãèïîòåçó H0

íà óðîâíå α, åñëè α∗ ≤ α.
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè Dn =

Dn(X⃗) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Dn(X⃗) = max
1≤i≤n

max

(∣∣∣∣F (X(i))−
i

n

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣F (X(i))−
i− 1

n

∣∣∣∣) .

Çäåñü X(i) � ýòî ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, òî åñòü äëÿ
ýòèõ âû÷èñëåíèé âûáîðêó ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî óïîðÿäî÷èòü
ïî âîçðàñòàíèþ.

Åñëè ãèïîòåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà íåïðèìåíèì. Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ χ2�êðèòåðèåì Ïèðñîíà.
Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ Ïèðñîíà ñòðîèòñÿ ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíî-
ãî ¾ãðóïïèðîâàíèÿ¿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî âñå ìíîæå-
ñòâî S âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi ðàçáèâàåòñÿ
íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé:

S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sr, Si ∩ Sj = ∅, i ̸= j.

Îáîçíà÷èì νj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè X⃗, ïîïàâøèõ â ìíî-
æåñòâî Sj , à pj � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Xi â ìíîæåñòâî Sj , âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ãèïîòåòè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F = F0. Òîãäà â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè
êðèòåðèÿ χ2 ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ ïðåäëîæåííóþ Ïèðñî-
íîì ìåðó îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ïðåäïî-
ëàãàåìîãî òåîðåòè÷åñêîãî:

χ2(X⃗) =
r∑

j=1

(νj − npj)
2

npj
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü
ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè χ2 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, à ñòàëî
áûòü, è ñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé.
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Åñëè ãèïîòåçà H0 îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò âåðîÿòíîñòè
p1, p2, . . . , pr, ãäå pj = P(Xi ∈ Sj), òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ãè-

ïîòåçû ñòàòèñòèêà χ2(X⃗) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2
r−1:

χ2 =⇒ χ2
r−1, n → ∞.

Ïðè íåâûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû ñòàòèñòèêà χ2(X⃗) ñõîäèò-
ñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê +∞.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå
χ2, èñïîëüçóåì ðàñïðåäåëåíèå χ2

r−1, è ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ

χ2(X⃗) îòûñêèâàåì äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

α∗ = 1− Fχ2
r−1

(χ2(X⃗))

ïî òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò èëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïàêåòîâ. Â ïàêåòå Microsoft Excel äîñòèãàåìûé óðîâåíü
çíà÷èìîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëîé

=ÕÈ2ÐÀÑÏ(ÿ÷åéêà;r-1)

(â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè íàäî ïîäñòàâèòü àäðåñ ÿ÷åéêè, â êîòîðîé
âû÷èñëåíà ñòàòèñòèêà õè-êâàäðàò, à r− 1 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâî-
áîäû).

Òîãäà êðèòåðèé Ïèðñîíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H0 ⇔ α∗ > α.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ
ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå npj ≥ 5. Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ íóæíî îáúåäè-
íèòü ñîñåäíèå ìíîæåñòâà Sj . Âåðîÿòíîñòè pj íàäî âûáèðàòü ïî
âîçìîæíîñòè ðàâíûìè.

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ïðîâåðêè ñëîæ-
íûõ ãèïîòåç î ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ê íåêîòîðîìó
ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó (íàïðèìåð, ê íîðìàëüíîìó). Ïðè
ýòîì âìåñòî èçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé pj ïîäñòàâëÿþò èõ îöåí-
êè p∗j , ïîëó÷åííûå ïóòåì îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
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ðàñïðåäåëåíèÿ. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè χ2(X⃗) óæå íå áóäåò ðàñïðåäåëåíèåì
χ2
r−1, à áóäåò áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2

r−1−s, ãäå s � ÷èñëî
îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ (s = 2 äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ). Áîëåå òî÷íî, ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàêëþ-
÷åíà ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2

r−1−s è χ2
r−1.

Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó:

1− Fχ2
r−1−s

(χ2(X⃗)) ≤ α∗ ≤ 1− Fχ2
r−1

(χ2(X⃗)),

ãäå s � ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü â òî÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèå õè-
êâàäðàò ñ r− 1− s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñëåäóåò îöåíèâàòü íåèç-
âåñòíûå ïàðàìåòðû ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïî
ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêå, íî ýòî ïðèâîäèò, êàê ïðàâèëî, ê ñëîæ-
íûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì.

12.1. Êðóïíàÿ ïàðòèÿ òîâàðîâ ìîæåò ñîäåðæàòü äîëþ äå-
ôåêòíûõ èçäåëèé. Ïîñòàâùèê ïîëàãàåò, ÷òî ýòà äîëÿ ñîñòàâëÿåò
3%, à ïîêóïàòåëü � 10%. Óñëîâèÿ ïîñòàâêè: åñëè ïðè ïðîâåðêå
20 ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòîáðàííûõ òîâàðîâ îáíàðóæåíî íå áîëåå
îäíîãî äåôåêòíîãî, òî ïàðòèÿ ïðèíèìàåòñÿ íà óñëîâèÿõ ïîñòàâ-
ùèêà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íà óñëîâèÿõ ïîêóïàòåëÿ. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü:
1) êàêîâû ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, îá-
ëàñòü åå çíà÷åíèé, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü;
2) êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ, â ÷åì ñîñòî-
ÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà è êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè.

12.2. Èìååòñÿ âûáîðêà îáúåìà 1 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ Φa,1. Ïðîâåðÿþòñÿ ïðîñòûå ãèïîòåçûH0 : a = 0, H1 : a = 1.
Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ïðè çàäàííîé ïîñòîÿííîé
c):

H0 ⇔ X1 ≤ c.

Âû÷èñëèòü, â çàâèñèìîñòè îò c, âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà.
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12.3. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà,
ïîñòðîèòü êðèòåðèé òî÷íîãî óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H : θ = 1, åñëè:
à) X⃗ ⊂= Φθ,1;

á) X⃗ ⊂= Φ1,θ.

12.4. Ïîñòðîèòü êðèòåðèé, îáëàäàþùèé íóëåâûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè îøèáîê, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : X⃗ ⊂= Φ0,1 ïðî-

òèâ H1 : X⃗ ⊂= Πλ.

12.5. Ïóñòü X⃗ ⊂= Φa,1. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : a =
0 ïðîòèâ H1 : a = 1 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé: H0

ïðèíèìàåòñÿ, åñëè X(n) < 3, è îòâåðãàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè îøèáîê.

12.6*. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà,
ïîñòðîèòü êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ ε äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H : θ = 1 , åñëè à) X⃗ ⊂= Eθ; á) X⃗ ⊂= Bθ/2; â) X⃗ ⊂= Πθ.

12.7. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà ïî ðåà-
ëèçàöèè âûáîðêè (1,1; 0,4; 0,2; 3,2), åñëè îñíîâíàÿ ãèïîòåçà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè � ðàâíîìåð-
íîå íà [0, 4].

12.8. Âû÷èñëèòü äîñòèãíóòûé óðîâíåíü çíà÷èìîñòè êðè-
òåðèÿ Êîëìîãîðîâà, åñëè îáúåì âûáîðêè ðàâåí 100, à
sup−∞<t<∞ |F ∗

n(t)− F0(t)| = 0, 2.

12.9. Ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû Áþôôîí ïîëó÷èë ν1 =
2048 âûïàäåíèé ãåðáà è ν2 = n− ν1 = 1992 âûïàäåíèé ðåøåò-
êè. Ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ìîíåòà ïðàâèëü-
íàÿ, ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,1? Ñ êàêèì ïðåäåëüíûì óðîâíåì
çíà÷èìîñòè ìîæåò áûòü ïðèíÿòà ýòà ãèïîòåçà?

12.10. Ïðè n = 4000 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèÿ
A1, A2, A3, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíóþ ãðóïïó, îñóùåñòâèëèñü ñî-
îòâåòñòâåííî 1905, 1015 è 1080 ðàç. Ïðîâåðèòü, ñîãëàñóþòñÿ
ëè ýòè äàííûå ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 ñ ãèïîòåçîé H0:
p1 = 1/2, p2 = p3 = 1/4, ãäå pj = P(Aj). Íàéòè äîñòèãíóòûé
óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

12.11. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñåëåêöèåé ãîðîõà Ìåíäåëü íà-
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áëþäàë ÷àñòîòû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñåìÿí, ïîëó÷åííûõ ïðè
ñêðåùèâàíèè ðàñòåíèé ñ êðóãëûìè æåëòûìè ñåìåíàìè è
ðàñòåíèé ñ ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè ñåìåíàìè. Ýòè äàííûå è
çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé ïî òåîðèè íàñëåäñòâåí-
íîñòè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ñåìåíà ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü

Êðóãëûå è æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå è æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå è çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå è çåëåíûå 32 1/16

Σ n=556 1

Ñëåäóåò ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î ñîãëàñîâàíèè ÷àñòîòíûõ äàí-
íûõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè
0,1) è íàéòè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

12.12. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëà mi ó÷àñòêîâ ðàâíîé
ïëîùàäè 0,25 êì2 þæíîé ÷àñòè Ëîíäîíà, íà êàæäûé èç êî-
òîðûõ ïðèõîäèëîñü ïî i ïîïàäàíèé ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ âî
âðåìÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Ïðîâåðèòü ñîãëàñèå îïûòíûõ
äàííûõ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ïðèíÿâ çà óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α = 0, 05:

i 0 1 2 3 4 5 è áîëåå Èòîãî

mi 229 211 93 35 7 1 Σmi = 576

�13. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè äëÿ íåñêîëüêèõ âû-

áîðîê

Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè äâóõ âûáîðîê

Ïóñòü X⃗, Y⃗ � íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìîâ n è m ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî ýòè âûáîðêè
èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî ïðèìå-
íèì êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà: âû÷èñëèì ñòàòèñòèêó

dn,m =

√
mn

n+m
sup
t∈R

|F ∗
1,n(t)− F ∗

2,m(t)|,

ãäå F ∗
1,n(t), F

∗
2,m(t) � ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-

ñòðîåííûå ïî âûáîðêàì X⃗ è Y⃗ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè âûïîëíå-
íà ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè, òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè dn,m íå
çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Äëÿ
áîëüøèõ n, m îíî áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîëìîãîðîâà.

Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ôèøåðà
äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äèñïåðñèé è êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ
ïðîâåðêè ðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû ðàâåíñòâà äèñïåðñèé íîðìàëüíûõ
âûáîðîê ñòàòèñòèêà

nS2
x

mS2
y

=

∑n
i=1(Xi −X)2∑m
i=1(Yi −X)2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ (n−1,m−1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè ðàâíû äèñïåðñèè è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íîðìàëü-

íûõ âûáîðîê, òî ñòàòèñòèêà

tn,m = tn,m(X⃗, Y⃗ ) =

√
mn

m+ n

Y −X√
nS2

x+mS2
y

n+m−2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n+m− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ïðîâåðêà íåçàâèñèìîñòè

Åñëè (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) � âûáîðêà èç äâóìåðíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè êîìïî-
íåíò âûáîðêè ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîãî êîýô-
ôèöèåíòà êîððåëÿöèè

r̂n =
XY −X Y

SxSy
,
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ãäå S2
x = X2 −X

2
, S2

y = Y 2 − Y
2
.

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè, òî âûáîðî÷íûé êîýô-
ôèöèåíò êîððåëÿöèè èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fr̂n(t) =
Γ
(
n−1
2

)
√

πΓ
(
n−2
2

)(1− t2)
n−4
2 ,

t ∈ (−1, 1), n > 2, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

r̂n

√
n− 2

1− r̂2n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
13.1. Ïóñòü X⃗, Y⃗ � íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìà 2 èç íåïðå-

ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû d2,2(X⃗, Y⃗ ).

13.2. Ïî ñëåäóþùèì ðåàëèçàöèÿì âûáîðîê âû÷èñëèòü ðåà-
ëèçàöèþ ñòàòèñòèêè dn,m Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà:

X⃗ = (1,2, 0,4, -0,2, 0,9), Y⃗ = (0,2, -0,5, 1, -0,9, 0,3, 0,5).
13.3. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ

40 è 50 âû÷èñëåíî çíà÷åíèå supt∈R |F ∗
1,n(t)−F ∗

2,m(t)| = 0, 1. Íàé-
òè äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè.
Ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðèíèìàåòñÿ ëè ýòà ãèïîòåçà íà óðîâíå
0,05.

13.4. Ïî ðåàëèçàöèÿì íåçàâèñèìûõ âûáîðîê X⃗, Y⃗ îáúåìîâ
20 è 30 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñòà-
òèñòèê S2

x = 15 è S2
y = 10. Íàéòè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïðîòèâ äâóñòîðîí-
íåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ
àëüòåðíàòèâ.

13.5. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðàâåíñòâî äèñïåðñèé, è èçâåñòíû çíà÷åíèÿX = 2, Y = 12. Íàéòè
ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû,
à òàêæå ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
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13.6. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X4, Y4) � âûáîðêà îáúåìà 4 èç äâó-
ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè, ïðè êàêèõ çíà÷å-
íèÿõ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ãèïîòåçà î íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå 0,1 ïðè äâóñòîðîííåé
àëüòåðíàòèâå. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåí-
òà êîððåëÿöèè ïî ðåàëèçàöèè äâóìåðíîé âûáîðêè (1, 2), (2, 3),
(-1, 0), (0, 0).

13.7*. Ïóñòü (X1, Y1), . . . , (X100, Y100) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè
îáúåìà 100 èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíà÷å-
íèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r̂n ðàâíî �0,25. Íàé-
òè ðåàëüíî äîñòèãíóòûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû î íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò ïðîòèâ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, à òàêæå
ïðîòèâ êàæäîé èç îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ.
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Òàáëèöà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t) = 1√
2π ·

t∫
−∞

e−
u2

2 du è ôóíêöèè

Φ(t) = Φ(−t) = 1− Φ(t).

t Φ(−t) Φ(t)

4,75 0,000001 0,999999
4,26 0,00001 0,99999
3,72 0,0001 0,9999
3,09 0,001 0,999
2,58 0,005 0,995
2,33 0,01 0,99
2,05 0,02 0,98
1,96 0,025 0,975
1,88 0,03 0,97
1,75 0,04 0,96
1,64 0,05 0,95
1,28 0,1 0,9
0,84 0,2 0,8
0,52 0,3 0,7
0,25 0,4 0,6
0,00 0,5 0,5

Äëÿ |t| > 4, 75 ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ

Φ(t) ∼ e−t2/2

t
√
2π .
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